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‚ DE GROEP VAN LORENTZ=-TRANSFORMATIES 


Inleiding 


Dit kollege is een voortzetting van de "Relativistische Beginselen", 


waarin de twee postulaten van Einstein zijn besproken en als gevolg daar- 


van de zogenaamde bijzondere Lorentz-transformatie is afgeleid met elemen- 
taire toepassingen op de kinematika en de dynamika. Dit leidde bijvoorbeeld 
tot het inzicht dat tijd of duur niet absoluut zijn, tot een relativering 
van gelijktijdigheid en tijdsvolgorde van gebeurtenissen, tot c als boven- 
limiet bij het versnellen van deeltjes, tot de ekwivalentie van massa en 
energie en de grootheid rustenergie, etc. Ook hebben we van enkele fysische 
grootheden de transformatiewijze tussen inertiale stelsels afgeleid. Het 
relativiteitspostulaat was daarbij ook een toetssteen voor het formuleren 
van fysiche wetten: ze moeten voor alle inertiale waarnemers dezelfde uit- 
spraak bevatten; een fysisch proces zal voor al deze waarnemers bij gelijke 
beginkondities ook dezelfde afloop moeten vertonen. Hieruit volgde al dat 


de 2e wet van Newton in de vorm F = ma alleen bruikbaar is in de limiet van 


„snelheden, die klein zijn t.o.v. c. 


Het aanpassen van fysische theoriëen aan deze eis van relativistische 
invariantie wordt zelfs voor betrekkelijk eenvoudige gevallen al gauw een 
moeizame procedure als men op elementaire, niet-systematische wijze te werk 
gaat. Einstein heeft dit aanvankelijk met name voor het elektromagnetisme 
gedaan, zijn eerste artikel had ook, de titel 'Zur Elektrodynamik bewegter 
Körper' (Annalen der Physik, 1905). Daarin onderstelt hij dat de Maxwell- 
vergelijkingen in alle inertiale stelsels gelden en leidt daaruit af hoe 
de velden E, B etc. transformeren moeten opdat dit het geval is. 

Het duurde niet lang of er werd een veel eleganter manier gevonden om 
de fysika relativistisch te formuleren, waarbij tevens alle elementaire in- 
zichten uit de kinematika in overzichtelijke vorm konden worden samengevat. 
Dit was het werk van Minkowski die, voor het eerst in 1907, het h-dimensio- 
nale ruimte-tijd-kontinuum invoerde en de beschrijving van fysische verschijn- 
selen naar ruimtekoördinaten en naar de tijd afzonderlijk verving door een 
beschrijving in een b-dimensionale ruimte, die hij "wereld" noemde. In feite 
is dit een formuleren van fysische grootheden en wetten met behulp van ska- 
laren, b-dimensionale vektoren en tensoren, waarbij overgang van het ene 
inertiale stelsel naar het andere korrespondeert met een bepaalde orthogo- 
nale transformatie van deze h-dimensionale ruimte: de Lorentz-transformaties 


zijn precies de transformaties bij de tensoren in deze 5), 


E 
a 
H 


en 


Dit maakt het mogelijk, de fysische wetten "Lorentz-invariant' te formuleren: 


precies zoals bijvoorbeeld een vektorvergelijking in S_ invariant is voor 


3 


draaiingen (koördinaten-vrij geschreven is, geldig is bij vrije keuze van 


‚ ruimte-assen) zo is ook een formulering van een fysische wet in termen van 


52 


tensoren in deze Sj, onafhankelijk van de keuze van het inertiale stelsel en 
automatisch Lorentz-invariant. 

We beginnen met het introduceren van de Minkowski-ruimte en geven ver- 
volgens een afleiding van de Lorentz-groep uit de fysische postulaten. Deze 
afleiding is tamelijk gedetailleerd uitgeschreven, de lijn van het betoog is 


echter belangrijker dan de details. 


De l-dimensionale wereld 


Een inertiale waarnemer S kent aan puntvoorvallen een plaatsvektor X 
toe in de Euclidisch onderstelde fysische ruimte t.o.v. een oorsprong O en 
een tijdstip t, d.i. de duur op zijn klok sinds zeker voorval met tijdstip 
O of de duur tot tijdstip O (t < 0). Laat S de komponenten van x geven Lee We 
een rechts-georiënteerd Cartesisch assenstelsel. 

S kan de puntvoorvallen 1-1 afbeelden op de punten van een ruimte 5), 


met in-produkt en orthonormale basis door de toevoeging 
KX, Kos kg = Z, xj, = ct (1) 


Het leven van een deeltje wordt afgebeeld op een rechte of kromme lijn, de 
wereldlijn van het deeltje. Projektie van de wereldlijn op het X,-Xj=vlek 
beschrijft de beweging in de x-richting. De hoek 6 die de raaklijn aan deze 
projektie met de Xj,-as maakt houdt 

verband met de snelheidskomponent bh ct| | /j 
v, want tg 6 = v/e. Eisen we dat he | / 

de snelheid niet groter dan c is GN 

dan moet dus -n/h < 8 < n/b. | \ N 
Tekeningen van deze afbeelding °N 
zijn soms een nuttig hulpmiddel, er, \ 

men noemt ze Minkowski-diagram- pe | \ 
men. In de figuur is een aantal 4 \ 


voorbeelden aangegeven voor het 2 


geval y = Z = 0. 


en 





EN 


Lichtstralen die op t = O door O gaan worden beschreven door de verge- 


lijking 
x2 + y2 + z2 - cèt2 = 0 (2) 


dake A 5), een hyperkegeloppervlak met de oorsprong Q als top, die de naam 
lichtkegel heeft. Het deel met t > O beschrijft tevens de uitbreiding van 
een bolvormig lichtgolffront dat op t = 0 uitgegaan is vanuit O. Doorsnede 
van de lichtkegel met vlak xj, = konstant is inderdaad een boloppervlak in 
53 om O. Doorsnede met X, = 0 (i = 1, 2, 3) is een 3-kegel en met bijvoor- 
beeld X = X3 = O0 een lijnenpaar in het X,-Xj,-vlak (zie de "lichtkegel" in 
het Minkowski-diagram), die ook representeren het leven van twee fotonen 
die op t = O door x = O gaan en in de richting van de positieve resp. nega- 


tieve x-as bewegen. 


De volgende stap is nagaan wat de overgang van S naar can andere in- 
ertiale waarnemer S' betekent, met name t.a.v. de afbeelding op 5 
Minkowski heeft opgemerkt dat het voordelen biedt, niet 5, zelf te gebrui- 
ken, maar een semi-komplexe ruimte En, in te voeren door aan elk puntvoorval 


een vektor x toe te voegen volgens 


Ps 
Ĳ 


X) XS Ys X3 * Zo XS iet (3) 


Dat de le komponent zuiver imaginair is, ls geen bezwaar: als x« en y 
beide tot L), behoren dan ook Ax + uy met reële A en u. Dus is Lj, een li- 
neaire ruimte, We definiëren hierin op de gewone manier een in-produkt 


(som-konventie!) 


cy = XJ, (Ll) 
en dat is voor elke x en y reëel. Is x.y = O dan noemen we x en y ortho- 
goanaal. Het produkt x‚x noemen we ook hier het lengte-kwadraat van x. 

In tegenstelling tot reële ruimtes met in-produkt is dit lengte-kwadraat 
echter niet definiet, het kan positief, negatief of nul zijn. Is het nul 
dan volgt daaruit niet dat x een vektor met komponenten nul is, wel dat 
% beeldvektor is van een vektor X dit 5), die aan (2) voldoet en dus op de 


lichtkegel ligt. | 





De korresponderende vergelijking 
Sx2 = 0 Ge) 


bepaalt een pseudo-bol in E), met straal O, die ook hier lichtkegel heet. 
We noemen elke x die aan (5) voldoet een lichtvektor ( in sommige boeken 
vindt u ook de misschien misleidende term nulvektor). Is « geen licht- 
vektor dan kunnen we x door vermenigvuldiging met een positieve, reêle 
skalar normeren, d.w.z. het lengte-kwadraat +1 of -1 maken. De vektoren 
(1,0,0,0); (0,1,0,0);5 (0,0,1,0) en (0,0,0,1) vormen dan een orthonormale 


basis in deze DEN 


63 Afleiding van de Lorentz-transformaties 


d) A moet de vorm hebben: 


Laat S' met snelheid v t.o.v. S bewegen. Neem aan dat de oorsprong 
O' van S' ooit samenvalt met O van Sen dat in beide stelsels de klokken 
dan nul aanwijzen. Een puntvoorval, waaraan S plaats Xx en tijdstip t toe- 
kent, korrespondeert met vektor « in E), Dit voorval wordt door S' be- 
schreven met x' en t' en korrespondeert met een vektor ov” in by, De 


Lorentz-transformatie is dus een 1-1l-afbeelding A van E, op zichzelf. 


A is lineair: A moet een rechte In L), ook op een rechte afbeelden, want 


een voor S eenparig rechtlijnig bewegend deeltje moet volgens het rela- 
tiviteitspostulaat ook voor S' eenparig rechtlijnig bewegen (bijv.: 


alle inertiale stelsels hebben onderling konstante snelheden). 


A is homogeen: de oorsprong « van E), is beeld van zichzelf. 


Uit a) en b) volgt dat A voorgesteld kan worden door een h x lb matrix 


die we ook met A zullen aanduiden. 


De matrices A vormen een niet-kommutatieve groep. Â : krachtens het rela- 


tiviteitspostulaat moet ook de inverse afbeelding AT of matrix AT! bij 


elke A bestaan (matrix A kan niet singulier zijn). Ga zelf de andere 


groepselisen na. 








„5 == 


met a een reêle 3 x 3 matrix, a en b reële kolom-matrices 3 x 1 en Ain 
een reëel element. (6) volgt uit de eis dat A inderdaad E), op zichzelf 


afbeeldt. Ga na dat (6) verenigbaar is met de groepseisen. 


A beeldt de lichtkegel op zichzelf af: het lichtpostulaat eist dat licht- 


stralen die op t = t' = O door O gaan en voor S voldoen aan (2) - ook te 


schrijven als @-x” = O - voor S' moeten voldoen aan 
x'2 + y!'2+ z'2 _ cît'2=0 of z'er! = 0 (7) 
Anders gezegd: voor elke © met vx = O moet ook Axv*Ax = 0 


A voert elk lengte-kwadraat in L), over In een vast veelvoud of ook: 
voor elke x (al dan niet op de lichtkegel) geldt met konstante A 


c'ern! = Ag°Ar = ALL (8) 


Dit volgt uit e), zie Appendix. 


A laat lengte-kwadraten en in-produkten in Dn invariant en is dus een 


orthogonale matrix: in (8) zou A nog van v kunnen afhangen. Bij toe- 
passing van de inverse transformatie en het relativiteitspostulaat 
volgt dat vx = Mw)! ez! waarbij X(-v) = X(v) want omdat de fysische 
ruimte isotroop is kan À misschien wel van de grootte maar niet van de 
richting van v afhangen. Dus is A2 = 1 en dus A = +1 (A = =1 uitsluiten 
omdat A+ +1 als v> 0). 

Dus is 'ex' = x°x en A dus een orthogonale matrix die in-produkten 


invariant laat: 


al N _ 
À of Ario = Ok = Hont ok (9) 


Pe 
U 


(de groep Â is dus een ondergroep van de volledige komplex-orthogonale 
groep en wel de ondergroep met gedaante (6)). 
In het bijzonder voert A de orthonormale basis van E), over in een 


Kd 


orthonormaal viertal. 





zÛ… 


Dit betekent dat A niet alleen een isometrische afbeelding van 5, op 
zichzelf is maar ook opgevat kan worden als transformatie naar een 
nieuwe, weer orthonormale basis. D.w.z. elk puntvoorval wordt afgebeeld 
op een en hetzelfde punt van L), door alle inertiale waarnemers, maar 


elke waarnemer heeft zijn eigen orthogonale assen in DI 


De Lorent z-groep A valt uiteen in k delen: 


det A= + 1 en Â heeft dus zeker 2 deelverzamelingen die niet kontinu 
met elkaar verbonden zijn. De orthogonaliteitsrelaties (9) kunnen als 


volgt geschreven worden: 


aa — bÌ = E = eenheidsmatrix in 3 dim.(6 onafh. verg.) 

aa -— Ab = O = matrix (O O O0) (3 onafh. verg.) (10) 
ne 2 =1=e-b 2 | 

aa + Af), 1 bb + Aly, (1 onafh. verg.) 


Omdat aa > = 0 volgt dat Aln, 2 1 en dus ôf Ay S = 1 Of Arn z +1. 
De groep À heeft dus bh delen, elk deel is intern kontinu samenhangend, 


geen tweetal delen is kontinu verbonden: 





Deel I is een ondergroep vanÂ , voortgebracht door alle draaiingen Ar 
in in S. en alle bijzondere Lorentz-transformaties Ag 


Hierin en Ag de transformaties waarbij BES: x-as en x!-as sdmen- 


1 1 


‘vallen en v // deze assen is. 


Is v de snelheid van S' in de positieve x richting, 8 = v/c en 


y= (1-82) - dan is 


1 


k) 


nn 
en dus 
fe EN Ei 
dn y(x, Bet) 5 = Xo 
(12) 
e= _ 1 = 
Ë y(t Bx‚/e) X3 = X3 


Voor afleidingen zie de Appendix. 


We noemen deze ondergroep de eigenlijke Lorentz-transformaties. Het zijn 
orthochrone transformaties, toekomst resp. verleden van stelsel S t.o.v. 
t = 0 wordt ook door S' toekomst resp. verleden genoemd. Preciezer: 
puntvoorvallen op het positieve (resp. negatieve) deel van de x-as 
worden ook door elke S' beoordeeld als later dan (resp. vroeger dan) 
voorval @, de oorsprong van Ls en algemener beoordelen alle waarnemers 
de tijdsvolgorde van voorvallen op een x-as gelijk. Immers: zo'n voor- 
val heeft voor S koördinaten (0,0,0,ict) en voor S' is dan xj, = iAryct a 
= ict! en omdat Arn 2 1 hebben t en t' hetzelfde teken. Algemener is. 


Arn t, > Arn t, als t, > t. 


j) Deel II is een nevenklasse van I. nl. het produkt van I en de ruimte- 


spiegeling A : 


II bevat immers stellig de transformatie 


-1 0 0 0 
A= 0-1 0 0 _ {-E 0 
| 0 O0 1 0 0 1 


d.i. de inversie van deelruimte 5 aan de oorsprong (spiegeling van de 
fysische ruimte of van de 3 plaatsassen). I en II ontstaan uit elkaar 


door vermenigvuldiging met A (evenzo III en IV). 


De somverzameling I + II is weer een groep, nl. de groep van orthochrone 


Lorentz-transformaties. 


Deel III is ook nevenklasse van [, nl. het produkt van I en de tijd- 


omkeer A: 


III bevat immers zeker de tijdomkeer 





1) 





sa 


die alleen xj, van teken omkeert, toekomst en verleden t.o.v. het tijdstip 
nul (op alle klokken) verwisselt. III en I ontstaan uit elkaar door ver- 
menivuldiging met A (evenzo II en IV). 


De som I + III is weer een groep. 


Deel IV is nevenklasse van I naar AA d.i. de inversie aan Q in E, 
Ook I + IV is een groep. 
Blijkbaar is I normale ondergroep van de volledige Lorentz-groep À, 

die dus homomorf is met een groep van à elementen, nl. de faktorgroep-Â /I, 
de kommutatieve groep van vier of groep van Klein, bestaande uit het een- 


heidselement e en 3 elementen o,T en oct met o2=t2= e. 


Reêle Lorentz-transformaties: 


In 62 hebben we puntvoorvallen afgebeeld in de reële ruimte 5), die 
natuurlijk niet essentieel verschilt van IN Met elke KODA RR LOET 
matie A in b), komt dan ook overeen een reêle transformatie L in 5), waar- 


bij uit (6) volgt 
a a 
L = | | (13) 


Deze L vormen natuurlijk een met Â 1somorfe groep . Voor een bijzondere 


Lorentz-transformatie ontstaat uit (11) en (13): 


Y O0 O =BY 

Le " O 1 O0 O0 (14) 
0 0 1 0 
„BY OO OO Yy 


Alle matrices L hebben evenals de A een determinant +1 of -1, maar de 

L zijn niet orthogonaal. Ze laten wel de vorm r2 - c2t2 invariant maar 
dat is niet het gewone in-produkt XX in 5, Daarom zal L de orthonor- 
male basis van waarnemer S niet transformeren in een viertal dat in de 

gebruikelijke zin orthonormaal is: de orthogonale assen van S gaan over 
in scheve assen. 


KN 


Voor nadere toelichting zie de Appendix. 





SL Spiegelingsinvariantie en empirie, 


Naast de eigenlijke Lorentz-transformaties hebben we ook spiegelingen 
gevonden en de vraag is of de fysika ook daarvoor invariant is. Tot het 
midden van de jaren 50 heeft men gemeend dat alle verschijnselen, althans 
op mikro-fysische schaal, inderdaad deze invarianten inhielden. 

Door het werk van Yang en Iee is gebleken dat niet de gehele fysika 
invariant is voor de ruimtespiegeling A of anders gezegd (in termen van het 
even of oneven zijn van de golffunktie van een geïsoleerd kwantum=-mechani sch 
systeem in een stationaire toestand) dat er ook fysische processen zijn waar- 
bij de pariteit geen behouden grootheid is. Het overgrote deel van de fysika 
is wel spiegelingsinvariant nl. waar in het spel zijn gravitatiekrachten, 
elektromagnetische Wisselwerking en de zogenaamde sterke wisselwerking (de 
kernkrachten). Hier is bij. elk experiment of spontaan verlopend proces het 
spiegelbeeld evengoed in de natuur gerealiseerd of realiseerbaar. Links en 
rechts hebben geen voorkeur in de natuur, er is geen "ingebouwde schroefzin". 
De gehele klassieke fysika heeft deze invariantie, mathematisch uitgedrukt 


’ : 3 Kee 6 > > 
door de invariantie van de wetten blj vervanging van r door -r, 


In de Jaren 1956 - 57 is echter gekonstateerd dat dit niet het geval is 
voor vervalsprocessen, waar de zogenaamde zwakke Wisselwerking in het spel 
is (o.a. B-verval, neutrino-processen). 

Hoe is het gesteld met tijdomkeer? Is de "teruggedraai de" fi lm van een 
fysìsch proces ook een mogelijk proces en niet in strijd met onze ervaring? 
Zijn onze vergelijkingen invariant voor t > =t? Op mikro-fysische schaal is 
het antwoord ja voor alle verschijnselen, beschreven door de klassieke me- 
chanika, de gehele elektrodynamika en de "gewone" kwantum-mechanika, er is 
“mikroskopische reversibiliteit!" (dat makroskopische verschijnselen niet- 
omkeerbaar lijken te verlopen is daarmee niet in strijd, bij makroskopisch 
irreversibele processen is het omgekeerde proces niet "verboden" maar alleen 
in hoge mate onwaarschijnlijk). Het is nog steeds onzeker of de tijdomkeer- 
invariantie voor alle mikro-processen geldt, het is mogelijk dat ze bij 
sommige processen (uit het gebied van de. Zwakke wisselwerking) niet geldt. 

Inleidende literatuur over dit onderwerp vindt u o.a. in een artikel 
van Nijboer, in de Feynman Lectures (vol Ï, chapter 52), in Feynman 's .voor- 
drachten The Character of Physical Law, het boek van Kaempfer, Wigner's 
bundel Symmetries and Reflections en vele artikelen in Physics Today en, 
Scientific American (o.a. van Wigner, Violations of symmetry. in physics, 
Sc.Am. dec. 1958). 











a 
II KINEMATIKA IN DE MINKOWSKI-WERELD. 


65 De lichtkegel. 


De h-dimensionale "wereld" is niet isotroop, de vektoren x vallen in 


3 klassen wteen: 


x2 < O: tijdachtige vektoren © of vektoren van de soort Gie 
x2 > O: ruimte- of plaatsachtige vektoren, van de soort plaats 


xr? = O0: lichtvektoren 


Deze indeling is absoluut of Lorentz-invariant omdat x? dat is. De 
lichtkegel x?2 = O verdeelt 5), of E), dus in een binnengebied (x? < 0) en 


een buitengebied. 


ct 


xv? < O: De x-as (tijdas van 5) en 
ook elke andere tijdas liggen binnen 
de lichtkegel; omgekeerd is ook elke 
rechte door de kegeltop Q&Q en binnen 
de lichtkegel gelegen tijdas van een 
inertiale waarnemer, want het is de 
wereldlijn van een massapunt dat op 
t = O met O samenvalt en dat t.o.v. 
S een snelheid kleiner dan c heeft 
en dus oorsprong kan zijn van een 


inertiaal stelsel S'. Wordt een 





voorval dus afgebeeld op een punt 
P binnen de lichtkegel dan is er zeker een inertiale waarnemer 8 waarvoor 
Q en P gelijkplaatsig zijn. Het lengte-kwadraat van QP is =c@t2 waarin tT 
de duur tussen Q en P voor 8 en dus de "eigen tijd! tussen Q en P is. 

De tijdas van een t.o.v. So bewegende waarnemer S' gaat zeker niet door 

P, voor hem zijn Q en P dus zeker niet gelijkplaatsig, bijgevolg is 

2u ele ct? met r' > Oen |t'| > 1 : Q en P zijn voor hem door 

een duur > Tt gescheiden. Hetzelfde volgt natuurlijk uit de bijzondere 
Lorentz-transformatie die deze waarnemers verbindt (als er geen tijdom- 
keer in het spel is), uit (12) volgt immers 


ee 


t' = YT met __Y>i1 





d.i. de tijdsdilatie. Daaruit blijkt ook dat t' en tT hetzelfde teken hebben. 
Dus valt het binnengebied van de lichtkegel in 2 delen uiteen, "toekomst" 
resp. ‘verleden! t.o.v. Q en deze indeling is invariant voor alle ortho- 
ehrone Lorentz-transformaties. Ook heeft Q geen voorkeurspositie in Ey» 


elk punt is top van een lichtkegel, zodat geldt: 


twee voorvallen, gescheiden door een tijdachtige vektor hebben een 
vaste volgorde in de tijd, invariant voor de orthochrone Lorentz- 


groep. 


Opgave: Leid dit ook af uit de kontinue samenhang van de bijzondere Lorent z- 


groep en de onderstelling dat naast t > O ook t' < O zou zijn. 


22 > 0: Ligt Q buiten de lichtkegel dan zijn Q en Q voor geen enkele waar- 


nemer gelijkplaatsig en algemeen geldt: 


twee voorvallen, gescheiden door een ruimte-achtige vektor zijn in 


absolute zin ruimtelijk gescheiden. 


Het samenhangende gebied buiten de 
lichtkegel kan dus t.o.v. Q "elders" | et 


genoemd worden. 


x2 = 0: Ligt R op de lichtkegel roerfoner 


dan is de tijdsvolgorde van Q en 
R voor de orthochrone groep in- 
variant en Q en R zijn in absolute @ 
zin ruimtelijk gescheiden. Af te | | 

leiden uit kontinuiteitsover- 
wegingen of uit de vorm van de 


Lorentz-transformatie. QR ligt 





op de wereldlijn van een foton 





en mmm, 
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56 Meetkundige voorstelling van de bijzondere Lorentz-transformaties. 


Schrijf u = ct en beschouw het u-x-vlak, een deelruimte van 5 
Ga uit van assen die ook in Euclidische zin loodrecht zijn. De bijzondere 


Lorentz-transformatie (12) 


x! = y(x — Bu) u' = y(u - Bx) 


definieert de nieuwe assen x' = O en u! = O of x = Bu en u = 8x met 
„1 < B < 1. In de figuur worden 
de nieuwe koördinaten van P door 
scheve projektie bepaald. We 
kiezen langs x-as en u-äs ge- 
lijke lengte-eenheden. Wat 
zijn ze langs de nieuwe assen? 
De transformatie-=matrix 


1sS 





en uit -1 < B < 1 volgt dat er 


precies éên x is zodat 8 = tanh x en dus y = cosh x zodat ook 


cosh X =sinh X 


(15) 


=sìinh X cosh x 


Hieruit volgt dat de punten x' = 0, u' = 1 en x' = 1, u' = 0 t.o.v. de oude 


assen de koördinaten hebben 


sinh X | Xx = cosh X 


Ps 
ĳ 


resp. 


_& 
1 


cosh Xx u= sinh X 


d.i. precies de parametervoorstelling van die takken van de orthogonale 
hyperbolen x? — uê = + 1 die gaan door de punten x= 0, u= 1 resp. x= 1, 
u= 0 (niet verwonderlijk want x? - u? is de Invariant van de Lorentz- 


transformatie). 








RE 


u u 

Door de u'-as en de x'-as met deze 
hyperbolen te snijden vinden we dus \ | Pa 
de "eenheden! langs deze assen. EN 4 1 

Elke vektor langs de x'-as kh. is 4 Xx 
is '"Minkowski-orthogonaal' op elke Dn / Sf 
vektor op de u'-as (de x-as en u-as > enn 7 n 
zijn bovendien Euclidisch orthogo- Z N 
naal). Ook is elk tweetal assen een 4 DN 
stel "toegevoegde middellijnen!" van | ee A 

N 


de schaar orthogonale hyperbolen 
x2 — uÂ = konstante C (voor c= Û 
de lichtkegel). L voert dus een 
paar toegevoegde middellijnen over 
in een ander paar. 
L heet ook wel een hyperbolische draaiing. De met L korresponderende 


matrix A wordt wegens i sinh x= sin ix en cosh X = COS iX 


cos 1X sin 1x 


-sin ÌX cos 1X 


d.i. een gewone draaiing over een imaginaire hoek. 


Opgave: Leid het opteltheorema voor evenwijdige snelheden met (15) af uit 


het opteltheorema voor tanh x. 


Opgave: Gebruik (15) om af te leiden dat iedere eigenlijke Lorentz-trans- 
formatie te schrijven is als Lobglr: 
Eerdere resultaten vindt men 
gemakkelijk in het diagram terug. u' u 
Bijvoorbeeld dat twee voorvallen, Á 
door een ruimte-achtige rektor 4 
gescheiden voor geen waarnemer | | Pá 
op dezelfde plaats gebeuren (ze P xr 


liggen niet op een mogelijke 


D 


tijdas door een van beide) en dat 5 PA P x' 


de duur tussen dit tweetal alle 


waarden kan hebben: 


Ee 





| > O0 voor S, = O0 voor 8' en < 0 voor 8" (zie de figuur op de vorige bladzijde). 
8 Wat bij de Relativistische Beginselen vermeld is (blz. 19 — 21) over 

— de volgorde van twee voorvallen, speciaal van "oorzaak" en "effekt", kan 

_ men in het voorgaande weer terugvinden en in diagrammen afbeelden. 

in Probeer zelf uit onderstaande figuur de Lorentz-kontraktie (of de 

f tijdsdilatatie) af te lezen en het feit dat klokken die in S' synchroon 

An lopen door S als niet gelijklopend worden beoordeeld. 

Ens 





67 Algebra in DEK 


De algebra en analyse van vektoren en tensoren in B), verschilt 
weinig van die in een reële h-ruimte met in-produkt. Ze worden weer ge- 
definieerd door de transformatie-wijze van de komponenten bij een Lorentz- 
transformatie A. 

De drie eerste komponenten van een h-vektor v zijn reëel en vormen 
een vektor v in Sg de he komponent is zuiver imaginair. We noteren bij- 
voorbeeld v = (yv; iv) en elke v is òf tijdachtig Ôf plaatsachtig òf een 
lichtvektor. | | 

Een h-tensor T in Ei), blijkt 10 reële en 6 zuiver imaginaire kompo- 
nenten te bevatten en samengesteld te zijn uit een 3-skalar, twee 3-vek- 


toren en een 3-tensor: 


reële 1X 


3=-tensor 3=V. 





reële 


IX 3- vektor 
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Dit volgt direkt uit de transformatie-eigenschappen of ook door een dyade 
uv te beschouwen, 

Skalaren, vektoren en tensoren in E, kunnen ook "pseudo!" zijn, dus 
“op het teken na! normaal transformeren bij tijdomkeer A en bij ruimte- 
spiegeling A, en zich als echte tensor gedragen t.a.ve het produkt 
A Ag Later zullen we ook skalaren, vektoren en tensoren ontmoeten, die 
normaal transformeren bij eigenlijke Lorentz-transformaties en ook bij 
A maar alleen bij de tijdomkeer A (en dus ook bij produkten van de 
eerstgenoemde met A) een extra -teken krijgen. We zullen ze 'pseudo bij 
tijdomkeer! noemen. 

Bij het opschrijven van komponenten zullen we een index met een 


Griekse letter aanduiden als hij de waarde 1 t/m kh kan aannemen. 


Zie verder de Appendix voor enkele algebraische eigenschappen van 


| h-vektoren in E, 





= Î6 — 


58 De tweeling-paradox. 


Er is geen konsekwentie van de speciale relativiteitstheorie die 
zoveel tegenstand en zoveel verhitte diskussies heeft opgeroepen als deze 
(zogenaamde ) paradox. Met vaste regelmaat verschijnen in de literatuur 
artikelen waarin deze gevolgtrekking(en daarmee eigenlijk ook de tijde 
dilatatie) verworpen wordt. | | 

Einstein heeft al in zijn artikel van 1905 opgemerkt, dat als van 
twee identieke klokken A en B, stationair in een inertiaal stelsel S, 
een van beide, bijvoorbeeld B, een reis onderneemt, langs een gesloten 
baan naar A terugkeert en in dat inertiale stelsel weer bij A tot rust 
komt, klok B achter zal zijn vergeleken bij A. Immers B had tijdens de 
reis een snelheid t.o.v. A en voor A is dus de gang van klok B wegens 
de tijdsdilatatie vertraagd. Pas als B weer rust t.o.v. A lopen beide 
klokken weer in dezelfde pas maar intussen is B achterop geraakt. 

Zijn A en B tweelingen, dan is de konklusie dat B bij terugkomst 
zijn geliefde broeder aanzienlijk meer verouderd vindt dan zichzelf en 
als B maar lang genoeg wegblijft kan hij ook terugkeren in de wereld 
van zijn kleinkinderen. Vanuit S gemeten zijn immers alle fysisch=- 
chemische processen, die het leven van B bepalen of begeleiden, lang- 
zamer verlopen dan in de wereld van A gebruikelijk is. Hoewel B zijn 
broer dus geruime tijd kan overleven zal hij toch niet mêêr “meemaken"', 


wel krijgt hij een blik in de toekomst die A niet gegund is. 
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De paradox is nu, dat we de rollen van A en B in het betoog zouden 
kunnen verwisselen: vanuit B gezien maakt ook A een reis langs een geslo- 


ten baan en dan zou B sterker dan A verouderd zijn. Dit is echter geen 


„werkelijke paradox want A en B zijn niet ekwivalent: terwijl A in een 


inertiaal stelsel is en blijft zal B versnellingen ondergaan (hetgeen 
binnen zijn systeem te konstateren moet zijn en een absolute betekenis 


heeft). De beschrijving van het hele proces vanuit A valt binnen het 


kader van de speciale relativiteitstheorie, die vanuit B niet. Er is 


geen sprake van een paradox, wel van een reëel effekt. 


De situatie is overzichtelijk in het geïdealiseerde geval dat B 
langs een rechte heen en weer beweegt en de versnellingen (bij vertrek, 
omkeer en terugkomst) een duur hebben, verwaarloosbaar klein t.o.v. de 


gehele reistijd. Dit kan (voor beide waarnemers) door de krachten groot 


genoeg te kiezen. Dan is B bijna altijd tijdens de uitreis in een inerti- 
ct ien 


aal stelsel met snelheid v t.o.v. A, 
bij de terugreis in een ander inerti- 
aal stelsel met snelheid -v. Als op 

de wereldlijn van B (tevens zijn tijd- 
as) bijvoorbeeld 6 eigen-jaren liggen 
tussen vertrek en terugkomst en als 
dan v = 0,8 ec zullen voor A tussen 

die twee voorvallen 10 jaren verstre- 


ken zijn want voortdurend geldt 
t = yr = T//1-g? = 


Zolang B zelf ook inertiaal is lopen 





voor hem de klokken van Â ook achter. 
Maar in het hier getekende limetge- Ed 
val van oneindig grote versnelling 
van B bij omkeer zal naar de mening van B de klok van A in een voor B 
infinitesimale tijd 6,h jaren vooruitspringen. 

Lorentz-kontraktie leert hetzelfde: als A in zijn systeem de mijl- 
paal \ heeft staan bij het omkeerpunt van B zal B, zodra hij eenmaal van- 
uit rust in S in zijn nieuwe inertiale stelsel is gekomen, de reisafstand 
beoordelen als AM/y = 0,6 A en âus A weer bij zich zien komen in een tijd 
2M/yv d.i. weer 1/y maal de tijd die volgens A tussen scheiding en her- 


eniging verloopt. 


= (B 


Tegenstanders voeren aan, dat het effekt wel reëel is, maar teniet 


gedaan zou worden doordat de klok van B tijdens de versnellingsperioden 


EEE Ee ai et EE it let nnn iS ETET Vi Di Sh 1 a 


en __Juist vóór zou gaan lopen bij die van A. Indien dit laatste al zo zou zijn 
kan het toch niet kompenserend werken, want we kunnen bij gegeven versnel- 
lingsperioden de reisafstand \ (en dus het achterlopen van klok B) naar 
believen variëren. Bovendien is het onjuist, de gang van een klok wordt 
(indien hij bestand is tegen de optredende krachten) niet beinvloed door 
een versnelling. Binnen de speciale relativiteitstheorie is dit een hypo- 
| these, die echter door experimenten bevestigd wordt, alsmede door de alge- 
mene relativiteitstheorie. Als een klok t.o.v. A versneld beweegt en op 


tijdstip t snelheid v heeft geldt steeds 


dt = yät = dt//1-g2 | (17) 


iin en ik en ee in ne ln Wi knn 


d.i. precies de relatie tussen het stelsel van A en het instantane rust- 


stelsel van de klok. 


Dat A en B geen verschil van mening zullen hebben over het effekt 





wordt duidelijk door A en B regelmatig "elkaars klok te laten aflezen". 
Daartoe spreken ze af, elkaar periodiek lichtsignalen toe te sturen met 
En gelijke perioden, in bovenstaand geval bijvoorbeeld jaarlijks (volgens 

| de eigen klok! ). Is de frekwentie van de door A uitgezonden signalen in 
zl jn stelsel vo en ls de frekwentie 
van B's signalen in diens stelsel 
ook Vo dan neemt B op de uitreis 


een frekwentie 








a v' = v Ar < v (18) 


o 1+8 e) 


waar en direkt na omkeer de 


frekwentie 


v'' = v vitE, Vo (19) 


Daarentegen zal A de frekwentie 


v!' waarnemen nog lang nadat B is 





omgekeerd, nl. tot het door B bij vd 
. . h (lichtjaren) 
omkeer uitgezonden signaal hem bereikt. 
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Reken zelf na uit (18): als de totale reis 2t duurt voor A en 2t 
voor B, emitteert A êtv, signalen en zal B er 2YTv, ontvangen. Gelijk- 
stelling levert dus 2t = Y.21. Of ook: B emitteert Tv, signalen, A 
ontvangt 2tv /y signalen. 


Voor de berekening van een meer realistisch geval waarin de ver- 
snellingen niet oneindig groot zijn maar ongeveer gelijk aan de vrije- 


val-versnelling op aarde: zie het werkkollege. 


Er zijn ook experimentele bevestigingen. Een ervan realiseert 
precies het door Einstein al beschreven geval, nl. een cirkelbaan. In 
1968 hebben Farley, Bailey en Picasso aan de CERN de levensduur geme= 
ten van u-mesonen, die met een impuls van 1,27h GeV/e in een opslag- 
ring rondliepen. Ze vonden (26,15 Râ 0,03). 1076 sek. In het ruststelsel 
is de levensduur 2,20. 1076 sek waaruit men bij de gegeven impuls zou 
berekenen 26,72. 107 sek (ga het na). De gemeten waarde is 2% kleiner, 
toe te schrijven aan een verlies van mesonen door kleine afwijkingen 
in het magnetische veld. 

De hierboven genoemde hypothese (17) over de gang van een ver- 
snelde klok is experimenteel bevestigd in metingen door Pound en Rebka 
(1960) van de Doppler-verschuiving, veroorzaakt door de thermische 
beweging van y-emitterende kernen. De kernen behoorden tot een kristal 
waarvan de temperatuur gevarieerd kon worden. In laagste orde (vB) is 
het Doppler-effekt nul als de trillingstijd van de kern aanzienlijk 
veel kleiner is dan de levensduur. Het tweede-orde-effekt (vg?) 
geeft een lijnverschuiving, afhankelijk van de temperatuur. Hoewel 
het effekt heel klein is kon het toch gemeten worden en wel door 
Mössbauer-resonantie te gebruiken. Binnen de experimentele fout 


(+ 10%) was er overeenstemming met de theorie. Dit impliceert dat 


(17) gelâig blijft ook bij de grote versnellingen van de vibrerende 
kernen (een eenvoudige klassieke berekening levert voor de gem ddel- 


de versnelling naar orde van grootte 10'’g). Zie verder het werk- 
kollege. | | 
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59 Viervektoren van snelheid en versnelling. 


De lotgevallen van een deeltje worden in de ruimte-tijd=wereld gere 


presenteerd door zijn wereldlijn. Zoals de baan van een deeltje in S, ana= 


lytisch beschreven kan worden als r= r(t) met de tijd als nne kan 
ook de wereldlijn in parametervoorstelling gegeven worden, waarbij de "eigen 
tijd! van het deeltje als parameter gekozen blijkt te kunnen worden. Zijn 

nl. « en © + de twee naburige punten op de wereldlijn dan is de een h-vektor 
en wel van de soort tijd: zijn lengte-kwadraat (dr)? — c2(dt)? is immers 

ook =c2(dt)? (instantane ruststelsel) en dus negatief. De natuurlijke para- 
meter van de wereldlijn is de booglengte s dus de wereldlijn is « = x@(s). 

De skalaire grootheden (ds)? en (dx)? zijn gelijk dus (ds)? = -c2(ar)? 

dus. s = + ict + konsteite en we kunnen kiezen s = ict. Dus is ook © = x(t). 
De grootheid dt is eveneens een skalar, die echter pseudo is t.a.v. tijd- 


omkeer. Met dit tijdsinterval korrespondeert voor een andere waarnemer dt, 


die echter geen skalar is en (17) geeft het verband tussen dt en dt. 
We schrijven x# in komponenten als (r; ict) in S en met 
x=x(t) (20) 


leiden we er door differentiëren naar T nieuwe vektoren in E), uit af. 


Allereerst de li-vektor van de snelheid of h-snelheid u 

u=== | | (21) 
een h-vektor die pseudo is t.a.v. tijdsomkeer. In een S waarin het deeltje 
een snelheid u heeft is het ruimte-deel van u gelijk aan dr/dt = vu en het 
tijd-deel icdt/dt = iyc waarin Yy = y(u), dus 


u= (yu; iye) . (22) 


u 1s van de soort tijd want in het ruststelsel is het ruimte-deel nul; uit 


u= (ô? ie) volgt ook u? = -c? < 0. 7 


AN 


We zien dat dit lengte-kwadraat, als skalar een invariant, bovendien voor 
elk deeltje en in elke situatie konstant is. Dit is niets bijzonders: (21) 
definieert u op de faktor ic na als de eenheidsraakvektor dr/ds aan de 


‚ wereldlijn. 


ave: Verifieer dat (22) volgt uit de komponenten van u in het rust- 
stelsel; in R.B. blz. 21 was de transformatie van een 3-snelheid 
U in S naar u' in S' afgeleid, die kunt u nu ook afleiden uit 


transformatie van de komponenten van u: 


Us- v N u 
ui, -__ en a DE: EN Lage (23a) 
1 — u.v/c? y(v) (1 =— u.v/c?) 


Uit de be komponent van u volgt het verband tussen y(u') en y(u): 
ylu') = y(v)y(u) (1 — u.v/c2} (23b) 


Ga speciaal de gevallen uj= ó en ù,, = ô na; leid weer af dat 


Var | < ce als mi SC. 


Nogmaals differentiëren van u geeft een echte h-vektor, de l-versnelling 


a 
Hs elf _ dU | | | (2L) 
ar? dt | 
Door differentiëren van de relatie uu = =c? naar T volgt ua = O dus 


u en a zijn orthogonaal en dus is a van de soort plaats (korrespondeert 


met de hoofdnormaal van de wereldlijn). 


Opgave: Als a de 3-versnelling du/ät is wordt het ruimte-deel van a 





dyú/atr = y2a + y*(u.a) u/c2? (25) 
(dus in het ruststelsel de eigen-versnelling a) en het tijdsdeel 
diyc/ât = iy*u.a/c (26) 


(dus = O in het ruststelsel). 


8x 


a is dan en slechts dan nul als EN = Ô. 
EN: Dok 
Bepaal de invariant q.a en ga na dat deze gelijk is aan yba.a indien 


het deeltje langs een rechte beweegt. 


Bewegingsvergelijking. 


Wat wordt nu de grondwet van de dynamika in relativistisch invariante 
vorm? | 

We gaan er van uit, dat de Newton-mechanika geldig is in het instan- 
tane ruststelsel van het deeltje. We noemen de in dat stelsel klassiek gede- 
finieerde trage massa de rustmassa mo van het deeltje, het is uiteraard een 
skalar, waarvan nog moet blijken dat m een konstante van de beweging is en 
dus ook bij versnelde beweging in een nieuw instantaan ruststelsel dezelfde 


waarde heeft. 


Vervolgens definiëren we de L=impuls P als mu, een i-vektor van de 
soort tijd, pseudo t.a.v. tijdomkeer. Noemen we Yn, de relativistische massa 
m van het deeltje in stelsel S en het produkt D = mu = ym_ù de relativis=- 


tische 3-impuls in S dan is dus 
a à n 
P=mu= (ps ime) | (er) 
We postuleren nu als nieuwe traagheidswet voor een vrij deeltje 


Uit (28) volgt direkt dat me inderdaad een konstante van de bevering 
is: er staat ma + uâm /dr = 0 wat na inwendige vermenigvuldiging met u 
oplevert -cfâm /dt = OQ zodat m (rt) een konstante is. (28) is dus ook te 
schrijven als ma = 0, het linkerlid van (28) is een echte l-vektor van de 
soort plaats. Daarmee is de traagheidswet gegarandeerd Lorentz=invariant 
geformuleerd: het is een l-vektor-vergelijking. In het ruststelsel is het 
ruimte-deel van (28) m8, = Ö of ook dp /är = Ó en dat is inderdaad de 
traagheidswet uit de Newton-mechanika. 

In een willekeurig inertiaal stelsel is het ruimte-deel van (28) 
wegens dt = ydt N | 


> | Nad 
dp …— & WP _ À | 
Er 0) dus ook at €) (29) 


Het tijdsdeel zullen we nog interpreteren. 


( 
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Om de bewegingsvergelijking te kunnen opstellen gaan we er weer van uit dat 


in het instantane ruststelsel van een deeltje de 2e wet van Newton geldt 


> 

dp 

Aen | 
” "5 (30) 


Daaruit zou de bewegingsvergelijking in een willekeurig inertiaal stelsel 
volgen als voor beide leden de transformatiewijze bekend was. Onafhankelijk 
van het hier behandelde zullen we later afleiden dat de transformatie van 
A bekend is indien het de Lorentz-kracht op een geladen deeltje is: het 


aje 


zal dan blijken dat YFror ruimtedeel van een h-vektor is. Zoals reeds toe- 


gelicht in Rel. Beginselen (R.B. blz. 25 — 26) geldt dit dan ook voor yF 


als F een willekeurige andere kracht is. Het linkerlid van (30) is ruimte- 
deel van dP/dt in het ruststelsel. Uitbreiding van (28) tot de bewegings- 
vergelijking leidt dus tot de zogenaamde Minkowski-=vergelijking | 


dP n E 
> K of ma a (31) 


waarin K de l-kracht of Minkowski-kracht is. Het ruimtedeel K van K is 
YÉ (of ook: de kracht is K/y) en het ruimtedeel van dP/ät is dp/ät = 


= Yäp/at zodat de 3 eerste komponenten van (31) geven 


Et 
ra (32) 


K) volgt hieruit: uk = ma = 0 dus (vu; ive). (K; K) = 0 of 


K, = ik.u/c = iyF.u/c en in elk stelsel is 
K = (yÉ; iyk.u/e) | | (33) 


De he komponent van (31) wordt dus (na vermenigvuldiging met c/i) 
2 > > 
d(me“)/at = yF.u of 


d >> | 

Ln den | 

gE He Fu (3L ) 
Het rechterlid is het vermogen, aan het deeltje geleverd, d.i. ook dT/ät 
als T de kinetische energie is. Precies als in R.B. (blz. 26 - 27) vinden 
we dus dat mc? op een konstante na T if en als we met Einstein aan het 
deeltje me als rustenergie E‚ toekennen en ekwivalentie van massa en 


energie postuleren is de totale energie E: 


LE En 


3 
je . 
Î 
on 
} 
: 
es 
d 
bi 
f 
8 


hd 


ET EE REN 


| 





811 





(35) 
(27) kan nu ook geschreven worden als 
P = (Ps iE/e) (36) 
waaruit nog eens de invariant volgt 
-Bige = ES — pêc? = E2 | (37) 


Opgave: Druk pe uit in E en T; druk D uit in E en u; druk u uit in T en Es 
hoe is het verband tussen pc en T (of E) voor een extreem relativis- 
tisch deeltje? 


Transformatieformules. 


Uit (27) en (33) volgen ook de eerder (R.B. blz. 28 - 30) al gegeven 
transformaties; leid ze als oefening zelf af met een bijzondere Lorentz- 


transformatie. 


ee 


Impuls en energie (p = komponent van D // ven v= snelheid van S' t.o.v. Ss): 
P// | | 

OU > nd ai ee, nn Nies | 

P‚,= Y(p,, - Ev/c) P'| =P) E' = Y(E - v.p) n (38) 


matie van de kracht 


EEA iK 
> > zen F L Ei > > 
1 — u.v/c? | y(v)(1 — u.v/c?) 








(39) 


Dit is af te leiden uit transformatie van de komponenten van K uit (33) 
waarbij (23b) bruikbaar is of ook door te bedenken dat F = dp/ät en daarin 
D en t te transformeren. 

In de transformatie van F komt essentieel de snelheid u van het deeltje 
voor. (dat komt omdat niet F maar wel ylu)F ruimtedeel van een h-vektor is). 
Dit betekent o.a. dat als in S eenzelfde kracht werkt op twee onderscheiden 


deeltjes met ongelijke snelheden, die krachten in S' niet meer gelijk be- 


hoeven te zijn. 





EE PE Pe 





| 
marve 


EE 


Een ander gevolg is dat krachten i.h.a. 


snelheidsafhankelijk zullen zijn; 
als bijvoorbeeld in S het deeltje alleen maar een Coulomb 


vindt (wel een funktie van de plaats, 


„kracht onder-= 
niet van u) zal de kracht in S' zo- 


Hieruit blijkt dl dat een elektro- 
statisch veld in S zich in S' als een elektro 


teren, 


wel van plaats als snelheid afhangen. 


-magnetisch veld zal manifes- 


We zien tevens dat de derde wet van Newton (aktie = -reaktie) de 
zE WEL van Newton 


mist ingaat: als twee deelfjes in S op elkaar gelijke maar tegengesteld 


gerichte krachten uitoefenen zal dat in S' in het algemeen niet meer het 


geval zijn (wel als die deeltjes dezelfde snelheid u hebben). | 
De krachttransformatie wordt veel eenvoudiger als een van beide 
stelsels ruststelsel van het deeltje is, 


bijvoorbeeld S. Dan wordt (39) 
(zie R.B, blz. 29) 


Fi, 5 Wy) en a 5 Fr / | (LO) 


De kracht is dus het grootst in het ruststelsel. 


Versnelling: transformatie van een 3-versnelling is in de relativistische 
dynamika tamelijk onbelangrijk, we herinneren alleen aan de 
relaties 
FP, Y (u)m a, , en Ë VAE ae 

(R.B. 


blz. 29) en de transformatie vanuit het ruststelsel 
(R.B. blz. 30) 


ar, ‚= a//v3w) en 8) = 8/2) (he) 


512 Voorbeelden, 


F is hier de Lorentz-kracht dus dp/at = qu X Ë ‚ Is u Ì Ë dan is 
de baan een kromme in het vlak jh Ë omdat u en É In dat vlak liggen. 
En 


Voorts is dp“/ät = 2Ì . äd/ät = 2p . F = o omdat È | F. Dus zijn 


a 


E 
| 
i 
À 
Î 
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en 
B 
Ps, U, Y, m, T en E bewegingskonstanten. rg 
Is s de booglengte van de baan, dan ee 
Is de kromming 
2 
Ì dr | 
Rl (43) Ee 
S Ls 
en omdat u konstant is, is s = ut + So 
dus wegens konstante m 
je 
dE, LE Ë 1 8 a aa 
ds“ u at ue dt m2 dt 
en tenslotte als q > o 
kee - : (hl) 


dus konstant (cirkelbaan met straal R) 


Het verschil met de klassieke behandeling is alleen dat p relativistisch 


moet worden genomen. De afbuiging in een magneetveld is dus niet meer 


rechtstreeks een maat voor u maar voor p en daaruit volgen E‚T of u. 


„frekwentie onafhankelijk van snelheid of 
energie van het deeltje (daarop berust de werking van een cyclotron | 


Klassiek was de omlooptijd of 


waarbij een wisselspanning van konstante frekwentie tot resonantie leidt). 


Relativistisch is de cyclotron-frekwentie | 


u = qB/m = 0B/m, (45) 


Bij scheve inval is de baan een schroeflijn met konstante spoed 


(ul is konstant, in de richting van B een eenparige beweging). 
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(bijvoorbeeld een geladen 
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deeltje in een homogeen, elektrostatisch veld). 


Hier kunnen we (32) met konstant rechterlid direkt integreren. We doen dit 


voor het geval dat het deeltje vanuit rust in x = 0 beweegt en kiezen de 


pos. x-as in de richting van F. Noem F/m 


in het ruststelsel iS, 


= g (ga na dat g de versnelling 
de versnelling in het andere stelsel is g/y°). 


Integratie van (32) geeft yu = gt en integratie van u levert 


ovER 1} (46a) 


ns, 


of 


(x + c/g)? - ct? = ct/e2 | (h6v) 





klassiek 


sgt? 





De wereldlijn van het deeltje volgens (h6b) is een hyperbool, men 


noemt dit dan ook wel. een hyperbolische beweging. Voor t > @ gaat Pp > ® en 


uc. Vergeleken met de klassieke parabolische wereldlijn nemen x en u 


langzamer met t toe: de trage massa neemt toe. 


Ga zelf het geval na dat de aanvangssnelheid niet nul is en een hoek 


met F maakt (voorbeeld: een geladen deeltje valt loodrecht in op een homo- 


geen elektrostatisch veld). De beweging loodrecht op F ls dan niet eenparig! 


Een voorbeeld van de hyperbolische heweging is behandeld in het werk- 
kollege. (tweeling-paradox). 


ke ne 
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613 Deeltjes zonder rustmassa. 


614 


Zoals reeds vermeld in R.B, blz. 30 - 31 moeten we fotonen opvatten 
als deeltjes zonder rustmassa. Energie en impuls worden evenals bij andere 
deeltjes gegeven door de b-impuls P die nu wegens p = E/c een lengte-kwa- 


draat nul heeft, dus een lichtvektor is. Wgens E = hv zijn impuls, energie 


en frekwentie voor een foton drie evenredige grootheden, 


De transformatie-formules (38) bevatten dus ook het verband tussen 
de frekwenties in onderling bewegende stelsels, d.i. het Doppler-effekt 
voor elektromagnetische straling. Leid zelf het longitudinale Doppler- 
effekt uit (38) af. 


Systemen van deeltjes. 


Volgens de Newton-mechanika wordt aan een systeem van deeltjes een 
totale impuls toegekend (som van de individuele impulsen) en deze totale 
impuls is konstant indien het systeem geïsoleerd is, d.w.z. als er geen 
netto uitwendige kracht op werkt. Dit laatste kan worden afgeleid m.b.v. 
de 3e wet van Newton (zie bijvoorbeeld Klassieke Mechanica, blz. 56). 

Dit kunnen we niet zonder meer overnemen in een relativistische 
mechanika. Allereerst hebben we al gezien dat de 3e wet van Newton niet 
in de eenvoudige vorm aktie = -reaktie algemeen geldig kan zijn. Maar er 
is ook geen algemene en unieke definitie te geven van de "totale impuls" 
als som van deeltjes-impulsen. Een waarnemer S kan wel alle deeltjes op 
Eén tijdstip t beschouwen en de impulsen p, (+) sommeren maar de bijbeho- 
rende lotgevallen van de deeltjes zijn voor een andere waarnemer zeker 
niet simultaan (tenzij alle deeltjes op dezelfde plaats zijn of althans 
dezelfde x-koördinaat hebben bij een bijzondere Lorentz-transformatie). 
Anders gezegd: S beschouwt punten in L), die in een vlak x= konstant 
liggen, maar voor S' niet in een 
vlak Xi, = konstant. Bij een bot- 
sìng van 2 deeltjes met wissel- 
werking-op=afstand zoals Ruther- 
ford-verstrooiling wordt deze 
moeilijkheid door het Minkowski- 
diagram verduidelijkt: voor S is 
II gelijktijdig met I, voor S' is 
HED gelijktijdig met I. 
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In een meer uitgewerkte theorie wordt de moeilijkheid opgelost door 
ook het veld, waardoor de deeltjes hun wisselwerking hebben (bijvoorbeeld 
het elektromagnetische veld) in de beschouwing te betrekken en ook aan dat 
veld een impuls toe te kennen. Willen we dat niet doen dan moeten we ons 
bijvoorbeeld bij een botsingsproces beperken tot intervallen vóór resp. na 
de botsing waarin de deeltjes een (praktisch) konstante impuls hebben. 
Speciaal zullen we '“puntbotsingen' beschouwen: op de deeltjes werken geen 
uitwendige of onderlinge krachten behoudens tijdens instantane botsingen, 
waarbij uit 1 of meer deeltjes, alle op één tijdstip op één plaats, 1 of 
meer (nieuwe) deeltjes te voorschijn komen, Bijvoorbeeld gewone elastische 
botsingen, desintegraties, emissie of absorptie van fotonen, paarkreatie 
en annihilatie, volkomen inelastische 
botsingen e.d. Is W het wereldpunt 
van de botsing dan liggen de wereld- 
lijnen van de deeltjes vóór de bot- 
sing op of binnen de "verleden" 
helft van de lichtkegel met W als 
top en die van de deeltjes na de 
botsing op of binnen de "toekomst" 
t.o.v. W. Dus kunnen we gebeurte- 
nissen vóór en na de botsing in 


absolute zin onderscheiden, en 





omdat elk deeltje vóór resp. na 
een konstante h-impuls P, heeft is dus de som EP, zowel vóór als na voor 
alle (onderling orthochrone) waarnemers uniek Bedefinieerd. 

De traagheidswet, uitgebreid tot dit geïsoleerde systeem van deeltjes, 
drukt dan behoud van 3-impuls en energie uit: 

in BP) voor 7 Pa | (HT) 

Bij de toepassing van deze behoudswet heeft men nog vrije keuze van 
het referentie-stelsel. In de Newton-mechanika kiest men vaak het zwaarte 
puntstelsel (KL. Mech. III). Relativistisch kunnen we geen zwaartepunt 


definiëren (waarom?). 


Een betere definitie, die ook relativistisch gebruikt kan worden, is: 


het zwaartepuntstelsel is het nulìmpulsstelsel zgn d.i. het stelsel 
waarin de totale 3-impuls nul is. | | 


+ Dt y 
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de SÔ ze 


Zo'n stelsel bestaat zeker. Vóór de botsing bijvoorbeeld zijn alle P, 
onderling isochrone vektoren van de soort tijd of licht. Dus is ook hun 
som P een vektor van de soort tijd, die met alle P, lsochroon is (met 
als uitzondering het geval dat elke P, veelvoud ìs van een en dezelfde 
lichtvektor, maar dat beschrijft geen echte botsing), zie App.,bij 57. 
Omdat P van de soort tijd is kan ik zeker een inertiaal stelsel vinden 


waarin het ruimtedeel D nul is, wegens (l7) zowel vóór als na de botsing. 


Stel dat de komponenten van P gegeven zijn in enig stelsel, bijvoor- 
beeld het laboratorium-stelsel, P = (b; iE/c). Wat is dan de snelheid v° 
van het nulimpulsstelsel t.o.v. het laboratorium? Die kan afgeleid worden 
uit de Lorentz-transformatie maar korter uit vergelijking met de snel- 


heid ven een eenparig bewegend deeltje: evenals ù= ie.ruimtedeel van x/ 


tijdsdeel van x zo is ook Vv = icp/(iE/e) = pe2/E = P/M dus 
> > 
Vv = Ep‚/Em, | (48) 


JE 1 


formeel hetzelfde als de klassieke uitdrukking (Kl. Mech. blz. 52, verg. (2)) 
maar met relativistische massa's m, en impulsen D; van de deeltjes. Uit de 


invariantie van P2 volgt direkt de totale energie E“ in s*: 
2 
-P2c2= E“ =E2 pc? = E2 … Ev )2/e2 = E2/y2(v**) 


dus 


E. 
E Tera < E (ho) 


De invariant P? is, bijvoorbeeld bij het oplossen van botsings- 
problemen, een bijzonder bruikbare grootheid: hij is invariant en geeft 
dus een relatie tussen grootheden in verschillende stelsels en bovendien 


een behouden grootheid, geeft dus verband tussen grootheden voor en na 


de botsing. 


We kunnen aan een systeem deeltjes ook formeel een rustenergie en 
massa toekennen, nl. de energie E“ in Ss“ met E* = M*c2. Dit is echter 


niet de som van de rustenergieën vat de deeltjes: E“ is de som van de 


totale energieën van de deeltjes in S* 
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E“ = zE, = (E: + T) (50a) 


Produktie van n°-mesonen uit de reaktie Yytp-pt+t n°. 


Als y-straling invalt op stilstaande protonen moet de foton-energie méér 
zijn dan de rustenergie van n° want wegens impulsbehoud moeten de einddeel- 
tjes ook kinetische energie hebben. Wat is de drempelwaarde, d.w.z. de mini- 
male foton-energie E‚? 
Beschouw de reaktie in 8: daar is de impuls nul en mag de kinetische 
energie na afloop nul zijn. In de drempelsituatie is dat het geval. We 
gebruiken behoud en invariantie van "P2, 


. B a 
In 't lab. is P Ben (E‚/c,0,0;ilE, + Epe} 


In s* is P=P 
na 


>, | 
OLD + Ee) 


Je} 


Hieruit volgt direkt (zonder transformeren!) 


E, = Eort! + El Eop) 


Met E 2 135 MeV en E = 938 MeV volgt E‚ = 145 MeV d.i. ruim 7% meer 
OT op ij 

dan E n 
OT 


deeltje is het ontstaan van elektron + positon uit een foton. Op zich ge- 
nomen kan deze reaktie niet aan impulsbehoud voldoen: in het (zeker aan- 
wezige) inertiale nulimpulsstelsel van de einddeeltjes is de foton-impuls 
niet nul. Of anders gezegd: voor een foton is P een lichtvektor, voor de 
einddeeltjes is P tijdachtig. Er moet dus nog een ander deeltje bij de 
reaktie betrokken zijn, meestal een kern, vaak ook een elektron, soms een 


ge foton. 


» 
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We zoeken de drempelenergie van y +e >e +e +e indien het 


foton invalt op een stilstaand elektron. 


In 't Jabes is P = {E /e,0,0;i(E, + 


voor E Ë 


E )/e} 
®) 


In She is P =P 
na 


(Ô;3iE /e} 


en daaruit volgt E‚ = LE (= 2 MeV) dus om aan impulsbehoud te kunnen vol- 
doen is nog eenmaal de rustenergie van een elektron nodig. 

Wat is de snelheid van de drie deeltjes in de drempelsituatie? 
Dat is juist v. Blijkbaar krijgt elk deeltje in het laboratorium een totale 
energie DE /3 dus y = 5/3 en B= h/5. 


Desintegratie van m-mesonen: n° >y, + Y, 
Dit proces hebben we al ontmoet bij de experimenten van Alväger c.s. over 
de snelheid van straling uit een bewegende bron (R.B. blz. 5 - 6). 

In het ruststelsel van T° ontstaan twee fotonen met tegengestelde 
impulsen, elk groot E /2c. In het 
laboratorium-stelsel zijn dus de 
foton-energieën maximaal resp. 


minimaal in voorwaartse resp. 





e 
achterwaartse richtingen. u 
Transversale impuls is 
nul: E, sin ®, = B, sìn P Yi 


= (E, cos $, + E‚ cos $,, 6, 0; i(E, + E‚)} en met beo en 


invariantie van P?2 volgt 
En | 
LEE, sin 2(6, + b) 
Voor de uiterste waarden van de foton-energieën volgt daaruit als E 


de energie van het pion is ME + E2 — ijn } hetgeen u ook op andere 


manieren kunt afleiden (bijv. uit de waarde ZE in Ss), 
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De elektrodynamika van bewegende objekten was Einstein's uitgangspunt 
bij het afleiden van de speciale relativiteitstheorie. Uit de onderstelde 
invariantie van de Maxwell-vergelijkingen in de gebruikelijke vorm leidde 
hij ook de transformatie van de veldgrootheden af. We zullen hier de funda- 
mentele vergelijkingen in h-tensor-notatie trachten te brengen en daaruit 


automatisch de transformaties vinden. We beginnen met de ‘vakuum-situatie. 


Ladingen en stromen. 


In overeenstemming met het relativiteitspostulaat eisen we dat in elk 
inertiaal stelsel voldaan moet zijn aan de wet van behoud van lading of 


kontinuiteitsvergelijking, in lokale vorm 
EE: | | 
div J + 3p/at = O | 51) 


waarin J = stroomdichtheid en p = ladingsdichtheid. Het linkerlid is ook 
BJ. / Ax, + B(iep )/ Ax), en het ziet er dus naar uit dat j en lep ruimte- en 


tijdsdeel zijn van een h-vektor j in E), met behulp waarvan (51) luidt 
dj. /J = dl == V.j = O 2 
d/ X iv j d (52) 


Uit de eis dat (51) en (52) in elk inertiaal stelsel gelden volgt 
inderdaad dat de J, komponenten zijn van een h-vektor. Laten S en S' ver- 
bonden zijn door een eigenlijke Lorentz-transformatie. Nu moet 0) / dx, = 
= BA ui 2%, = O ekwivalent zijn met Bj/ ox) = O en omdat de AM homogene 
lineaire funkties van de J, moeten zijn betekent deze ekwivalentie dat 
B? = AJ, waarin À nog kan afhangen van de relatieve snelheid v van 
S en S'. Evenals in 63,8 volgt dan À = 1 zodat de J, Inderdaad als de 
komponenten van een l=vektor transformeren bij eigenlijke Lorentz-transfor- 
maties. 


We noemen j lh-vektor van de stroomdichtheid 


: *. | 

j = (Jsiep) (53) 
Bij tijdomkeer A en ook bij de spiegeling An keert j van teken om en 
blijft p gelijk dus j is pseudo t.a.v. tijdomkeer en "echt!" t.a.v. ruim- 
tespiegeling. | 
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Bij een bijzondere Lorentz-transformatie is dus 
> > > 
Í), = Y(Â,j- ov) Sed) 


(51) 


De transformatie van J bevat het konvektieve aandeel —ov dat ook 


klassiek optreedt; de 2e term in p' is echter klassiek onbekend. 


Beschouwen we eerst het geval dat er slechts êên soort ladingsdragers 
is met transportsnelheid u zodat J = ou (funktie van tijd en plaats). Dan | 
is j van de soort tijd: j? = p2(u? - e2) < 0. In het (instantane en lokale) 
ruststelsel van de lading is het ruimtedeel van j nul en p = JE In andere 
stelsels S is dan 


A > > | 
p= YP, en J slr Sp SPY (55) 


Steeds is lo | 


Iv 


le | De lading in een volume-element dv in het ruststelsel 
is PdV Voor waarnemer S is het volume-element dV = dv /y en de lading dus 
pdVv = vo AV /v = o AV Hieruit volgt dat de lading van een gegeven fysisch 
systeem een invariant is. 


We kunnen j ook schrijven als 
id kr ° je e 
J = (ou,icp) = (yo usievo,) =P u (56) 
waarin u de met u korresponderende h-snelheid is. Uiteraard is p, een skalar. 


Bij meerdere soorten ladingsdragers met transportsnelheden u, ls er 
voor elke soort i een ruststelsel waarin de partiële ladingsdichtheid (oi) 


ls en is d; = Co; 0%: een h-vektor van de soort tijd. Hetzelfde geldt dan 


voor de som-vektor j 


J= hie u, ={ Ei, Le, } = (Jsieo) | (57) 


a 


me 


35 = 


ze NE: : 
Cok nu is er weer een stelsel waarin de stroomdichtheid J nul 1S, de trans- 


formatie (5lh) geldt uiteraard ook hier.Een van de konsekwenties is dat o' # 0 


kan zijn ook als p = 0. Een neutrale, stroomvoerende draad in het laboratorium 


bijvoorbeeld zal voor een waarnemer, die evenwijdig aan de draad beweegt, niet 


elektrisch neutraal zijn! Dit is 








pe 
ook na te gaan door de draad op De 

te vatten als een stilstaand po- En En hi 5 on 
sìitief ionenrooster in het labo- Lab 

ratorium en een stroom vrije elek- | 
tronen met snelheid u. Voor de zE za + + 


mm on nen a 


bewegende waarnemer hebben het In S': draad — 


rooster en de elektronen dan onge- 


lijke snelheden ii resp. u' en hunladingen per lengte-eenheid draad zijn nu 


niet meer gelijk (Lorentz-kontraktie). Verifieer hiervoor zelf (5L). 


616 De wetten van Maxwell in vakuum. 
SE Ne JA VAKUUM, 


We zullen vervolgens trachten, de bekende vergelijkingen van de elektro- 


dynamika te herschrijven in tensor-formulering. De theorie van Maxwell is daar- 


mee Lorentz-invariant en de transformatie van de veldgrootheden volgt tevens. 


We gaan uit van de definities en vergelijkingen voor de potentialen 
Elektrodynamika blz. 28 — 29) | 


(zie 


De velden É en B zijn verbonden met de vektorpotentiaal Á en de ska- 


laire potentiaal V door 

ed > > | > 

B = rot Á E = -grad V — 3A/3t 
waarbij met Ä en V fysisch ekwivalent is elk ander stel 


> > 
A' = A + grad w Vv! = V — ap/t 


(58) 


(59) 


bij willekeurige W. We kunnen de keuze beperken door de Lorentz-konditie 


a 


(rot K liet vast, over div Á kan nog beschikt worden). 


(60) 


= 36 = 


Daarmee wordt bereikt dat Á en V aan gesepareerde nen se voldoen, 


die in vakuum luiden 


LAA 

AK — 2 gE = UT (61) 
1 JV | 

AN seer ple, (62) 


dat zijn de golfvergelijkingen voor de potentialen met brontermen, tevens 
generalisatie van de Poisson-vergelijking. Via ladings- en stroomverdelingen 
zijn de potentialen bepaald in hun ruimte- en tijdsafhankelijkheid, ver- 
anderingen in de velden planten zich voort met de lichtsnelheid, waarbij 

2= 

c l/e ue 


De rechterleden van (61) en (62) zijn in essentie de komponenten van 
de h-vektor =d dus zijn ook de linkerleden komponenten van een h-vektor. 


Daarom kunnen we die twee vergelijkingen samenvatten in de lh-vektor- verge- 


lijking 
ee se ed | 
Tè =-uj of ix Pe d, Bd (63) 


waarin QQ de d'Alembert-operator is,uitbreiding van de Laplace-operator 


tot h dimensies (Tensor-rekening blz. 3h). (63) waarborgt tevens dat 
>, | 
ò = (AsiV/e) … (64) 


een l-vektor (pseudo bij tijdomkeer) is. Daarmee kan de Lorentz-konditie 


(60) geschreven worden als 

div Ò = 0 (65) 
en de ijktransformatie (59) in h-vektor-notatie als 

b'=e+ u __£66) 


Hiermee zijn de potentialen Á en V komponenten van een h-vektor ge- 


worden, zodat tevens hun gedrag onder een Lorentz-transformatie bekend is. 


Là 





Es 


Om dit ook te achterhalen voor de velden É en proberen we (58) Lorentz- 
invariant te schrijven. We beginnen met B = rot Â. Omdat Ì in Sg een pseudo- 


vektor is ligt het voor de hand, deze vergelijking tensorgedaante in S 3 te 


geven. Hierbij gebruiken we (zie Tensor-rekening blz.1h) dat aan elke vek- 


tor a is toegevoegd een anti-symmetrische tensor A = €_.a en omgekeerd elke 


3 


anti-symmetrische tensor 4 is toegevoegd aan de vektor de : 4 = a. 


; 3 
Dus aan B (pseudo) is toegevoegd de echte tensor ezb, dat 1s 


. 2 0 B. -B, 
Ed bna oe B 
3 Ba O 
B, -B ® i 


Omdat rot Â = be : Rot Á (zie Tensoren,‚p.25)is kennelijk aan rot Á 
toegevoegd de echte, antisymmetrische tensor Rot Á met l, J=komponent 
ÒA / Ax, - dA,/ 3x. De vergelijking rot Â = Ë is dus ekwivalent met 
Rot Á = ez:B (67) 
Deze 3-tensor-vergelijking in 53 laat zich door "randen" uitbreiden 


tot een h-tensor-vergelijking in 5, en wel als volgt. 





Omdat Á ruimtedeel is van l-vektor ò zijn de komponenten van Rot Á 
ook dP-/ Ax, — 29, / dx, (i = 1,2,3). De vergelijking É = „grad V - aÂ/3t 


kan eveneens uitgedrukt worden in afgeleiden van komponenten van Ö, nl. 


98, . | 
iedee. (68) 


ò® 
1c 
ok. AX), J 


Blijkbaar bevatten de linkerleden van (67) en (68) essentieel de 





komponenten van de h-tensor Rot ® bepaald door (Rot er = dd /Ax, 7 29 /Ax, 


| en laten (67) en (68) zich samenvatten in de h=tensor-vergelijking 


| ee C Rot ò= F (69) 


| waarin | 
ke ° cb. -CB,, 1E, 
| ale, o e co) 
| | 2 KO 3 
en 1E, 1E 1E O 


The ed 





Jt 
: 
| 
Ì 
st 
8 
Ì 


A ne 


mn ( Oe 


se 


Omdat ® h-vektor is (pseudo t.a.v. tijdomkeer), is Rot ® een h-tensor en 
wegens (69) is dus ook F een h-tensor, pseudo t.a.v. tijdomkeer, de elek- 
tromagnetìische veldtensor. De grootheden B en É die we tot nu toe als af- 
zonderlijke vektorvelden in 53 hebben ontmoet dienen dus opgevat te worden 
als komponenten van êên elektromagnetisch veld. Ze zullen dus ook samen 
transformeren, evenals afstand en duur tussen voorvallen, energie en im- 


puls etc. We zullen de transformaties aan (70) ontlenen (zie verder). 


(69) was het verband tussen het elektromagnetische veld en de kh 


potentiaal. We moeten nu nog de Maxwell-vergelijkingen formuleren. De 


relaties (58) waren een gevolg van Maxwell II (Maxwell-Faraday) : 


he 
EE 


tE= 
FO 7 Tt 


en div B = 0 Úri) 
d.w.z. als we in deze vergelijkingen B en È uitdrukken in de potentialen 
volgens (58) ontstaan identiteiten. De h-dimensionale formulering ligt 

dus voor de hand: in (69) worden de veldkomponenten uitgedrukt in de po- 
tentialen, daaruit moeten we een identiteit afleiden en wel door differen- 
tiëren. De tensor-analyse leert: voor eenwillekeurige lh-vektor v is | 
Div (Rot v)* = 0 waarin (Rot pv)” de met Rot v duale tensor is (zie T.R. 
blz. 31), gelijk aan 3 Ee), Rot v en uit Rot v verkregen door verwisse- 


ling van komponenten. Toegepast op (69): 


| Div F = 0 | (72) 


en drukt precies (71) uit (ga dat na). F is pseudo t.a.v. ruimtespiege- 


ling (strikt genomen is wegens de realiteitskondities niet F maar iF* 


een tensor in Zj) 


ken andere uitdrukking van de Maxwell-vergelijking (71) in tensor- 


komponenten in E), 1s 





oF, AF, AF, 
dx, “ox, ú Ox = 0 | … 413) 


d.w.z. men vormt de tensor van de 3e,trap VF en telt daarbij 2 isomeren op, 


ontstaan door cyclische verwisseling van de 3 indices, de som is nul. 
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HO 
Omdat A,‚u,v, = 1,...,h krijgt men Gh komponenten, maar u kunt nagaan dat 
(7h) slechts h onafhankelijke, niet-triviale vergelijkingen bevat (F is 
anti-symmesrisch en het linkerlid is invariant voor cyclische verwisse- 


ling), die precies (71) zijn. 


We moeten nu nog de velden É en D aangeven en de vergelijking van 
Maxwell-Ampêre met zijn gevolg 


rot É = + 22 div Ì = p (7) 


8 er Es > k, | 
lorentz-invariant schrijven. In vakuum Zijn de velden H en Ù niet wezen- 


. ee . sol a 
lijk verschillend van B en E zodat het voor de hand ligt, ze op te vatten 


als komponenten van een met F evenredige tensor. 


> > > 
Inderdaad: H = B/u, = cl ve Ju, en cì = e CE = k NAR zodat we invoeren 
de tensor G als 


mn O0 “H3 H, 1eD, 
€ H 0 —_H 1cD 
en 3 - (75) 
He Ho H, 0 icD 
=icD, =ieD,, LED 0 


(71) kon met de tensor F worden geschreven als (72). De vorm van (74) lijkt op 
die van (71) en de gezochte Lorentz-invariante vorm van (Th) vinden we dan ook 
door in (72) E te vervangen door É en B door -D en rekening te houden met het 


optreden van J en p. Dit leidt tot Maxwell-Ampêre in de gedaante 


re) 


ki 


Veldvergelijkingen in ponderabele media, 


Hier kunnen we niet met twee vektorvelden volstaan: naast É en É 
zijn nog nodig de polarisaties P en M of de velden Ì en É, gedefinieerd 
door Ì = e É +P en Ï = B/u, - M. Zelfs in homogene, lineaire en isotrope 
media waar B = uE en ij) = eË kunnen we de tensor G niet a priori als even- 


redig met F definiëren want u en € Zijn geen skalaren in X 


1 

Toch zijn de hierboven afgeleide relaties bruikbaar. We voeren weer 
(70) en (75) Ins vooreerst als anti-symmetrische schema's waarvan het ten- 
sorkarakter nog bewezen moet worden. We eisen dan dat de Maxwell-vergeli j- 
kingen (71) en (7u) in alle inertiale stelsels zullen gelden. Formeel kun- 
nen deze vergelijkingen door (72) en (76) in termen van de schema's worden 


uitgedrukt. Daaruit kan dan het tensor-karakter van F en G worden afgeleid 


omdat j en de operator Div h-vektoren zijn. 


- ho - 


De elektrische en magnetische polarisaties zijn ook komponenten van 


een tensor, de zg. polarisatie-tensor. Immers 


bree en Beede d 
Ï= B/u, Me M = -e c(cÌ) + Ï 


in de rechterleden hiervan staan Juist de komponenten van F en G die door 
lineaire kombinatie de gezochte tensor geven: 


0 M. -M, icP, 
__—_M 0 M 1cP 
M= eer +G= 3 L 6 (77) 
o M, -M, O LoE 
-1cP, =icP, =ieP. 0 


weer anti-symmetrisch en pseudo t.a.v. tijdomkeer. F, Gen M bevatten elk 


links boven een echte tensor in S 


3 die toegevoegd is aan een axiale vektor 
(resp. B, É en M) 


en voorts de komponenten van een echte of polaire vektor 
n > > > 
in 5 (resp. E, Den P). Uit ( 


77) volgt weer dat P en M gemengd zullen trans- 
formeren. 


518 Invarianten, 


Uit de gevonden i-vektoren en =tensoren kunnen we direkt een aantal 


Invarianten afleiden, die soms ook nuttig zijn bij transformaties, 


Bijv. 
de lengte-kwadraten van J en ® of het in 


-produkt j.ò = j.Â - pV de energie- 
dichtheid van stromen en ladingen. 
Ook uit de veldtensoren volgen invarianten. Uit de karakteristieke 


vorm van F volgen bijvoorbeeld de invarianten (echte skalaren) 





He  een2 en (É.B)2 (78) 


(leid ze zelf af). De eerste hadden we ook kunnen vinden als F : F 


A De tweede kan verscherpt worden want F : 


in is invariant bij Lorentz- 
_ transformaties met det +1 en pseudo-skalar bij tijdomkeer en bij ruimte 
spiegeling. Ga na, dat 


| 
| 
| 
| 
En 
| 
| 
| 
an 


Ed Mij: | (79) 


JN mn 


Dus is É.B een pseudo-skalar, zowel in S_ als Sy Zijn S en S' verbonden door 


3 
een eigenlijke Lorentz-transformatie dan volgt bijvoorbeeld uit É | ö dat ook 
> => > > > Ee 4 > > 
E' | B' (of É' = Ó of B' = ). Is de (kleinste) hoek tussen É en B scherp 

n rd 
(resp. stomp) dan ook die tussen E' en È'. Âls E In: en als we S' zo kunnen 


Rt = EI as 1)2= m2 2R2 
kiezen dat B' = O zal de grootte van E' direkt volgen uit (E')?= E2 — c2Bê, 


Analoge invarianten en konklusies kunnen worden afgeleid voor Éen D 


eer Ea en Mn ln MER ok ni IE ok in nnn Rn en lk bek a a kh er El ik ne Rt 
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> > 
en voor P en M. 


Transformatie van het elektromagnetische veld, 


Uit het tensorkarakter van F volgt direkt de transformatie van E, 


je 


B. 


Bij een bijzondere Lorentz=trans formatie (pos. x-as en x'-as in de richting 


van de relatieve snelheid v)is de transformatie-matrix A door (11) gegeven 


en is F! 


_ - - 
Pie = Yip — i8Fo,) En “Fn Po, = Y(Foy * i8F,o) 
Piz Y(F,3 - i8F3j) FPo3 © Foz FP, = YP, + iBF3) 


\ u AK HV KV AK KV Vu 
ging) geeft 


À : | > > 
Hieruit volgt direkt voor de komponenten // v en | v: 


ak 


Ër =Y@ +vxb) 


Omdat F een veld is in Es dew.z. F= FE), 


8, 


en 
= E 


bt 


SS 


B =v® - Dov x É) 


den in S en S' in één ruimte-tijd-punt. 


Kd Kd er > . id 
De overeenkomstige transformaties voor Den H zijn: 


(80) 


Bp Ë ==, \ 
(81) 
D', = y(B + — vxi) É', = Y(É, - vx 5) 
ak 8 


=Â A F =A, F X . Uitwerken (als bij matrix-vermenigvuldi- 


zijn dit verbanden tussen vel- 


= HS 


é > > 
en die voor P en M: 


ee AE Aj \ 


(82) 
ET en > 1 > j EE ed 4 se / 
P ie vb, VR M) Mij = YM) + vx P) 


Hierin is het boteeasn van de term v x P naast Új ook niet=-relativis- 
tisch wel te begrijpen door vanuit S' het bewegen van een gepolariseerd 
diëlektrikum te beschrijven met konvektiestromen van polarisatie-ladingen; 
de faktor y is uiteraard relativistisch. Het optreden van een magnetisatie 
en dus van een magnetisch veld is ook al klassiek experimenteel bevestigd 
door Röntgen (1885) en Eichenwaldà (190h). Hierbij werd een schijf gepola- 


riseerd diëlektrikum een draaisnelheid om zijn as gegeven en het magneet- 


_ veld gemeten. 


Dat een magnetisatie M in S (met É = Ó) ook aanleiding kan geven tot 
een polarisatie P' in S' (de term met vx Min P') is echter klassiek 
niet te verklaren. Als M beschreven wordt door het optreden van kringstro- 
men heeft men essentieel de relativistische tijd-transformatie nodig om te 
begrijpen dat S' een elektrische polarisatie P' waarneemt. 


Literatuur hierover o.a. in Becker-Sauter en in Panofsky-Phillips. 


Uit (82) volgen ook de transformaties van het elektrische dipool- 

ij | : : ons 
moment Pp, en het magnetische moment m van een systeem in zijn ruststelsel. 
Wegens de Lorentz-kontraktie geldt voor een volume-element dv, in het rust- 


stelsel dV = av /y- Omdat P en M dipooldiechtheden zijn volgt uit (82) voor 


_ de momenten p en m in een stelsel S dat met snelheid v t.o.v. het ruststel- 


sel 5 beweegt: 


Bi Be m/, = B///N 
| (83) 
D| =P 2E, aj mt vx 


ave: Ga deze transformatie na door eerst stroom- en ladingsverdeling 
in eenvoudige situaties te transformeren en dan de momenten te 


vergelijken. Bijvoorbeeld een elektrische dipool D met v (PB 


> > 
of Yo 





E 
À 
Ä 
| 
î 


el Ue 


Ander voorbeeld: in een rechthoekig draadraam, in rust in het labo- 
ratorium, loopt een kringstroom 1 Waarnemer S beweegt met snel- 
heid v evenwijdig aan een der zijden van het raam. Welke stroom- 


en ladingsverdeling neemt S waar? En welke momenten? 


Opg aven. 


1. Leid uit de transformatie (80) de invarianten (78) en (79) af. 


2, Ga na hoe É en B transformeren bij tijdomkeer As blj ruimtespiegeling 
A en bij A A. 
fo) zee, 


tend oa 
3. Als É = Ó is Ë vx (eigenlijke Lorentz-transformatie) 


Als Ë = Ó is B! = -v x Ê'/c2 
> > R p pe > > 
hb, Is E | Ben E < cB dan is er minstens één stelsel S' zodat É' = Ó. 
Bepaal de snelheid v van S' t.o.v. 8 en bepaal B', 
De î î ee iN Rn ra 
Is E In: en E > cB dan 1s er minstens ê&ên stelsel S" zodat B" = 0. 


Bepaal de snelheid van S" t.o.v. S en bepaal É". 


5e Hoe luiden de transformaties (80) als v << c? leid ze voor eenvoudige 
De > > > > an - « 
gevallen (bijv. B = Ó en v | E of E = Ò en v j B) rechtstreeks op 


klassieke manier af. Zie R.B. blz. 2 - 3. 


6. Interpreteer (80) voor het veld van een ideale vlakke kondensator 


als v evenwijdig aan de platen is. 


520 Het veld van een uniform bewegende puntlading. 


De theorie van het elektromagnetische veld in vakuum is in overeen- 
stemming met de eisen van de relativiteitstheorie, dit in tegenstelling 
tot bijvoorbeeld de Newton-mechanika. Daarom kunnen sommige resultaten van 
de relativistische formalering ook wel langs klassieke weg gevonden worden. 
Een voorbeeld ervan is het veld van een bewegende puntlading, klassiek te 
berekenen door rekening te houden met retardatie (cf. kollege Maxwell- 
theorie). De relativistische afleiding is hier echter veel korter: in het 
ruststelsel van de lading is het veld een Coulomb-veld, het gaat er dus 


om dit veld te transformeren. 


Ree ee eee rie ee rn AR Oe 


=H 


> 

Laat puntlading q in S snelheid v 
hebben. Hoe zijn de velden E en Ë in een 
punt P op zeker moment? 


Als de positie op dat moment t = 0 


bepaald is door vektor r van qa naar P in 


stelsel S, waarbij ik oorsprong O in q 


kies zijn de voorvallen "q in O'" en "veld 


ah, 


Sy 


bepaald in P' simultaan in S en dus niet simultaan in het ruststelsel 8 van 


de puntlading (tenzij ik bepaald r | v kies). In So is q voortdurend in de 


oorsprong en het tijdstip in So waarop q In O is kan ik t = O kiezen. De 


positie van het voorval "veld bepaald in P" in S (in S ten tijde t = 0) 


volgt uit de Lorentz-transformatie: 


> 


Fo// YE 


In So kennen we het Coulomb-veld 





> 

> bnr Gt > > 

on “re EE: ae Sn zE 
oF 











> > 
E ame E nd : _o// he Y js as 
je o// Are E he, 1 
o o 
me L Zak L Sal 








Ey 
En a 


Wal TY Tre KE: nen, LTE, “3 
0 


die we kunnen samenvatten in 





(8) 


(85) 


Dit is een centraal veld (E ’y r) maar niet bol-symmetrisch, wel axiaal- 


symmetrisch om de richting van v. 


a 
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_ 5 = 


Hierbij is B VOA y2 + z? als de x-as LIN gekozen is. In voorwaartse 
of achterwaartse richting (y =z = 0) is E = E /y° < B in het vlak x = 0 


is E = YE, > E De veldlijnen liggen dus dichter bij het vlak x = 0. Het 


veld schuift met snelheid v 


evenwijdig aan de x-as op. 
ak 

Het bijbehorende B-veld ts 

volgens opgave 3 na (80) 


ie Ee | | X 
(86) | 


ie 
ug vV 
B = v x E/c Lee 


O Lof Ps 


Ns 


De veldlijnen zijn cirkels met 

als as de x-as, de omloopszin | 

passend bij qv. Ook dit veld heeft axiale symmetrie om de x-as en spiegel- 
symmetrie aan vlak x = O0. Het is bij vaste r maximaal voor x = O en nul 


op de x-as. 


ave: Verifieer de invariantie van E@ — c2B2. 


Kracht op een bewegende puntlading. 


We moeten nog nagaan dat de uitdrukking voor de Lorentz-kracht 


(87) 





voor elke inertiale waarnemer in deze vorm bruikbaar blijft terwijl we ook 
nog moeten aantonen dat vof ruimtedeel van een h-vektor is. Dit hebben 
we immers gebruikt bij het opstellen van de relativistische bewegingsverge- 
lijking (zie 510) dus we moeten het nu onafhankelijk van de Minkowski- 


vergelijking aantonen. 


In het ruststelsel van de puntlading geldt de Newton-vergelijking 


> 
d = | 
P/ar Aen 
gelijking is het ruimtedeel van h-vektor dP/dt in het ruststelsel van het 
deeltje. | 


= aË Hoe transformeert dit? Het eerste lid van deze ver- 


Uit de veldtensor F en de h-snelheid u van het deeltje vormen we de 


h_vektor | n 
(cÌ) ik vu | 
ken B + , 
Fur È 0 en (88) 


== Mb — 


Het produkt is symbolisch in matrix-notatie verkort opgeschreven. Omdat 
q echte skalar is en F en u beide pseudo zijn t.a.v. A is het produkt 


een echte h-vektor met komponenten (volgens Tensor-rekening A21 is) 


hand 


(B).u= üùxB]) 


a F.u= (ya (E + ux B} 8 ie yÉ.u) 

Deze h-vektor heeft in het ruststelsel van q blijkbaar precies de- 
zelfde komponenten als dP/ät want (ak 50) = (ap_/ar;0). Dat betekent dat 
het gelijke h-vektoren zijn, m.a.w. 

FE _a n 

K is de Minkowski-kracht op een puntlading. Dus zijn de ruimte-delen In elk 
inertiaal stelsel gelijk en väp/at = vatE + u x Ì} waaruit (87) direkt volgt. 
De klassieke lorentz-kracht is dus 'vorm-invariant'' en (Pe is inderdaad 


ruimte-deel van een lh-vektor. 


De relatie u.a = O0 d.w.z. het orthogonaal zijn van h-snelheid en h- 
versnelling a of h-kracht K is hier haast triviaal: 
ua = muk = mu F.u en dat is identiek nul wegens de anti-symmetrie 


van FP. 


Ga na dat de he komponent van (89) weer de vermogensvergelijking is. 


Bij een ruimtelijk kontinue stroom- en ladingsverdeling is de’ dicht- 
heid van de lorentz-kracht en = oÉ +Í x B en dat is precies het ruimte- 
deel van de l-vektor F.j/c (dichtheid van de Minkowski-kracht). 

Ga dit zelf na. Waarom is de kracht op een puntlading niet ruimtedeel van 


een h-vektor en br wel? 


En 47 ne 


V TRANSFORMATIE VAN GOLVEN 


822 Vlakke golven en de golf-viervektor 


ie We beperken ons tot periodieke, vlakke, monochromatische golven. 
Zij £(T,t) een fysìsche grootheid (veld) die voor inertiale waarnemer S 
In ruimte en tijd varieert als 


> > 


£(r,t) = f_, cos (k.r — wt) | | (90) 


k = cirkelgolfvektor met cirkelgolfgetal k = 2mno = 2n/)\ waarin À de golf- 
lengte en o het golfgetal (repetentie) is; | 

w = cirkelfrekwentie = 2mv = 21/T waarin T de periode en v de frekwentie 

En 1s; 


w/k 


de fasesnelheid w = và = 1/oT = v/o. 


Ff zal een tensorkomponent in E), zijn in algemene betekenis (evt. een 
skalar of vektor-komponent) waarvan dus de transformatiewijze bekend is. Bij 
overgang naar een ander inertiaal stelsel zal dus Î precies als f trans- 


formeren in het gegeven punt © = (r; ict) en de cos- EEn zal onveranderd 


blijven. 


En We schrijven het argument k.r - wt als 2n$ waarin & de fase is, 


® = ok.r — vt. De vlakken van konstante fase worden beschreven door & = 





konstant of ook 
| Es ‚VV : | 
d = ok.r + (5) (iet) = Ln = konstant | (91) 


d.i. de vergelijking van een stelsel evenwijdige hypervlakken in Ei), die de 


ha levensloop beschrijven van de 3-vlakken. 
mn Bij de transformatie blijft cos & gelijk, $ zou eventueel met een ge- 
| heel getal kunnen veranderen of in zijn tegengestelde overgaan. Bij eigen- 
ae lijke Lorentz-transformaties, die kontinu samenhangen met de eenheid, zal 
d ® niet diskontinu kunnen veranderen en dus een invariant zijn. We beschouwen 
die eerst. 


1 Bij deze transformaties blijft het golfkarakter behouden: ook voor S' 
is f' periodiek, konstant op de hypervlakken, alleen zullen Ee en de golf- 


zrootheden andere waarden hebben. 


Là 


ee en ee eee ep epen gdee ee E ee eee eE ert eer En Ce me ten: 
De 5 


= U — 





Uit de fase-invariantie volgt dat de E, een b-vektor E vormen, de golf- 





| viervektor 
ie 
| > - 
| p= (Ë5 2) = (ofsi ©) (92) 
en ò =l Xx =E'x! 
E TEE, 
Ae Het lengte-kwadraat is I2 = 02 - v2/c2 = oî(1 — w2/e?).Is de fase- 
| snelheid w > ce dan is dus 2 van de soort tijd of licht dus met v > OQ of 
Jan Ei > OQ zal ook E}' „/i > O zijn zodat S' de komponent E), zal interpreteren 
ë als iv'/e en Ì' als ke. 
zn Is w < c dan is EX van de soort plaats en met E,/i > OQ kan toch £ „/i < 0 
ä zijn. Dit zal rh optreden bij een golf in de richting van de rd 
E tieve snelheid v van S' t.o.v. S: S neemt een golf waar in de positieve x- 
Jen 
richting, als w < v zal S' een golf in de negatieve x'-richting waarnemen. 
3 Als de le komponent van EZ "negatief-imaginair" is moeten we 5 opvatten als 
kT viervektor van een golf in de richting -Y met frekwentie =cE/i. 
ie } 4 > : ” > 8 T 
pe Bij ruimtespiegeling A gaan k en r over in -k en =r en is ò weer invariant 
de vele é 
en 5 1s dus ook l-vektor t.a.v. An B1i) tijdomkeer keert & van teken om, 1s 
na dus pseudo t.a.v. A en EL is pseudo-vektor t.a.v. A . 
| Een bijzondere lorentz-transformatie, waarbij we altijd kunnen zorgen 
Ja | | 
| dat het vlak z = 0 door v en Kk gaat, levert het volgende resultaat (pas A 
| uit (15) toe op XL): 
| It ave _ MV 
| ef k, volk, pd, 
ke. ikt =ek 
8 o'k} zok, (93) 
j Pi 4 An 

v ee, 
ns A 

Ook k' ligt in het vlak z = 0. 

a k, en k, Zijn gelijk aan cos 8 en 


sin 6 (zie figuur). 


De laatste vergelijking van (93) beschrijft het Doppler-effekt in zijn 
— algemene vorm. 


en OE Sen oi A 


BE IE TREE ER Si er RE 


en gn 


_ hg — 


823 Voorbeelden 


Je 


Longitudinale effekten met v < w se: 


Uit k 1 v volgt met (93) K' // v en 


o' = yol1 7) 
| 
eK ME 8 
GE. o' 1 — wv/c? (94) 
5 
v' = yv(1 — el 


Dit is het "optellen van evenwijdige snelheden". Voor licht in vakuum volgt 


weer w! = w = c en het longitudinale Doppler-effekt 


v' =.v 148 of Av = =— Bv + 3BÎV + (95) 
Een andere toepassing van (9h) is de lichtvoortplanting in bewegende 
media, bijvoorbeeld de meting van de lichtsnelheid in snel stromend water 
door Fizeau in 1851. Licht uit bron B kan via een half-doorlatende spiegel 1 
de rechthoek 12341 òf 14321 doorlopen met reflekties aan spiegels 2, 3 en hb. 
De bundels komen samen bij kijker water 


K waar een interferentiepa- fi 





troon kan worden waargeno- IN 
men als het licht monochro- id 
| 


matisch is. Heeft het water 


een snelheid v dan gaat de ns n _Ó- 
ene lichtbundel met het wa- B 1 


ter mee, de andere er tegen 


in, de snelheden t.o.v. het 


A 


laboratorium zijn dus ver- 
schillend, dus zijn de optische wegen in het water niet meer gelijk en het 
interferentiepatroon verschuift. Uit de verschuiving kon Fizeau voor de twee 
snelheden Wia de relatie bevestigen 


Ee 1 | 
a EA | (96) 


Ee ERE EE ec 
EN 


= 5) … 


In R.B. (blz. 15) is dit al afgeleid uit de snelheidstransformatie en wel 


door ontwikkeling tot in le orde naar v. Daar is ook de korrektie-term van 
Lorentz vermeld: de lichtsnelheid in het ruststelsel van het water is c/n 
waarbij wegens dispersie n genomen moet worden bij de frekwentie v' in het 
ruststelsel van het water. Die is echter wegens Doppler-verschuiving ver- 
schillend van de laboratorium-frekwentie; uit (9) volgt bij ontwikkeling 


naar v tot in je orde 


+...) of Av = + vnv/c 








Dan is 
1 il d 1 1 — 1 dn 
mmm y= == me _ 
n(v') n(v) te dv n(v) n (+ vav/e){ n2 dv 
en (96) wordt vervangen door 
=S l ‚> dn 
Wio ai + {1 re a a B } v (97) 


Deze uitdrukking, inklusief de korrektie-term, is bevestigd door zeer nauw- 


keurige metingen van Zeeman (191h — 1922). 





Elektromagnetische straling in vakuum., algemeen. 


In (93) is nu w = c en dan ook 
w' = v'/o' = e (lichtpostulaat 
of af te leiden uit (93)). 

We willen invallende straling 


beschrijven en stellen 
k = (- cos B, - sin 6,0) 


k'= (-cos 0', - sin 8',0) 





Hiermee wordt (93) 


EPE ET EET WE an nt ne ik nd ST OE 5 TE el: ld 


RETE Pr A ed: 





4 
8 
f 
À 
| 
à 
: 
an 
Î 
É 


wee ee en dee teg ne 


EEL ET Be EEND A IE TEA AAE Ar LE NT GEB 


ln emee enen ee eene ee 


ERN NRE AE EE IR A RE EM Ee A 


EB 


cos 6 + B 


tz 
ld 1 + Beos 6 En 
— tg0'= 8 
sin 6 E (cos 8 + B) en 
Te en a 
ad Y(1 + Beos 6) 
_v' _ = yv(1 + Beos 6) 


De le of 2e vergelijking beschrijft de aberratie, het verschil in invals- 
richting voor de beide waarnemers. Voor het verschil a = 6 - 6' kunnen we 


tot in le orde van B afleiden: 


cos 6! = (cos 8 + B)(1 - Beos 6) = cos B + Bsin? | 
(7 a = Bsin 6 


cos 6' = cos (8 - a) = cos 8 + asin 6 


Het Doppler-effekt willen we nagaan voor het speciale geval van stra- 
ling die in een van beide stelsels zijdelings wordt waargenomen, d.w.z. lood- 
recht op Vv. Bijvoorbeeld een bron die rust in S' en in S' een frekwentie v!' = Vo 
uitzendt, waarbij S straling waarneemt die voor hem | v invalt. Klassiek is 


er dan geen Doppler-verschuiving. (98) geeft echter met cos 8 = 0 v!' = Hr 
of 


v= rid < De (99) 


Dit is het transversale Doppler-effekt. Bij ontwikkeling volgt 
Av =(Y 1-82 — Iv, = — 2BÊv +... Vergeleken bij het longitudinale effekt 
is het dus veel kleiner, nl. van 2e orde in B. We hebben het al ontmoet bij 
de metingen van Pound en Rebka (werkkollege, opgave 6). Het is experimenteel 


ook bevestigd m.b.v. het Mössbauer-effekt. 


524 Vierimpuls en golfviervektor. 


Een monochromatische vlakke lichtgolf in vakuum kan naar richting en fre- 
kwentie beschreven worden door de golfviervektor 5 = (vk/e;iv/e) maar ook 
opgevat worden als een bundel fotonen die kinematisch beschreven worden door 
de vierimpuls P = (p;iE/c) = (Ep/c;iE/c). De informatie is niet volledig: 
de polarisatie-toestand van de golf noch de amplitudo komen in EL voor, in 


(90) worden die door de tensorkomponent(en) Ee gegeven. 


B en Et GE ELEN OE EN OMR OD 


EE ES Mt nea rn sens hk NN: ni a aen 


EE iK 


Evenmin bevat P informatie over de spins van de fotonen of de intensiteit 
van de bundel. 


Wegens de relatie van Planck E = hv zien we echter dat 
P=hr (100) 


Alle hierboven gevonden resultaten over elektromagnetische straling 
in vakuum kunnen dan ook kinematisch worden afgeleid door de komponenten 
van P te transformeren, de afleidingen zijn haast identiek (ga het na voor 
Doppler-effekten en aberratie). 

Dit laat zich uitbreiden tot deeltjes met rustmassa m # O, bijvoor- 
beeld een mono-energetische bundel elektronen, waar evenzo zowel de kine- 
matische deeltjes-beschrijving als de golfbeschrijving mogelijk (en ekwi- 


valent) zijn. Volgens de Broglie voegen we aan de bundel een golf toe 


is ilk.r — wt) 


5 (101) 


en dus een golfviervektor Ll = (oksiv/c). De frekwentie wordt bepaald door de 


relatie van Planck E = mc2 = hv, de golflengte door de relatie van de Broglie 


(102) 


a |= 
| 
td [5 


Dan is P = (P;iE/c) = (hopsihv{e) zodat ook hier P = hl. We vinden als 
verband tussen de deeltjes-snelheid u en de snelheid w van de de Broglie- 
golven met w = v/o = E/p 


2 
Ee | 
a (103) 


en dit verband is invariant bij Lorentz-transformaties. 

P en X zijn beide pseudo bij tijdomkeer. Zolang u < ce is P van de 
soort tijd. Dan is w > c en zoals we zagen is dan ook £ van de soort tijd. 
Aangezien w geen signaal-snelheid is blijven we nog geheel binnen het ge- 
bruikelijke kader van de relativiteitstneorie (een enkel deeltje moet be- 
schreven worden niet door een enkele golf maar door een golfpakketje, een 
superpositie van dergelijke golven; bij berekening is de groepsnelheid dan 


< c en wel precies u). 


- 53 - 


Als ooit deeltjes met super-lichtsnelheid, zgn. tachyonen, experimenteel 
gevonden worden zal de situatie andersom zijn: dan is u > cen w<c, 
Dergelijke deeltjes worden niet door de speciale relativiteitstheorie uit- 
‘gesloten. Ze zullen niet ontstaan door deeltjes met u < c te versnellen 
(de lichtsnelheid blijft een barrière) maar zouden blj reakties gevormd 
kunnen worden. Men moet wel enkele "vreemde!" konsekwenties accepteren, 
bijvoorbeeld met 8 > 1 wordt Y en ook de massa zuiver imaginair. We ver- 


wijzen naar de literatuur, bijvoorbeeld recente Jaargangen van Physics 
Today. 
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VI APPENDIX 


Ba 438 Afleiding van de Lorentz-transformaties. 


Bij f: zie syllabus Algebra. Een elementair bewijs is het volgende. 

A voert het lengte-kwadraat #°x over in AxAx = vekAr = ©° Bo waarin B 
staat voor de symmetrische matrix KA. We moeten bewijzen dat B een veel- 
voud van de eenheidsmatrix is. 

De lichtkegel wordt zowel door x*x” = O als door zB = 0 voorgesteld en. 
dus wordt de doorsnede van de lichtkegel met het vlak Xx, 5 l zowel door 


x + x5 + x5 = 1 voorgesteld als door 


3 3 


‚- Bijtes tE B ID GX, - Bij, =O 
1,J=| 1=1 


Maar dit is alleen dan de vergelijking van een bol in 53 met straal 1 en 
middelpunt (0,0,0,i) als Bj, # O en B/Bi, = Dn voor u,v = 1,2,3,h. 


Dus is B een veelvoud van de eenheidsmatrix. 


Bledel 1) deel I is ondergroep want de eenheid hoort er toe en met elk 


element ook zijn inverse (A en Aij = Ary) Wat produkten betreft moet 


Hv Wi 


l.h.b. bewezen worden dat uit Arn 1 en Ayn 21 volgt CAA!) jj, 2 1: 

CAA!) ij, = ba' + AA in Nu is (ba')2 (Bb)(&'a) (ongelijkheid van Schwartz) 
Ede A 2 2 12 

en AjjA',, = 1. Met (10) volgt (ba') (Aly, — 1) (Ar; - ij < (Aj Ar,) 


IN, 1: 2 
Dus is |ba'| < Ary, en dus is (AA ), > O en bijgevolg = 1. 


HA HA 


2) I bevat alle draaiingen in Sz als ondergroep van 1. Immers uit de eis 


' 


Ee n nn vz n F 
Xi, 5 Xin, volgt Arn = 1, b 0 en a O dus moet aa E (eenheid) dus is 
a orthogonaal met determinant +1 en dus is A een draaiing An in S 


3 


2 2 3 
de groep van bijzondere Lorentz-transformaties A 


3) Uit de eis x! = Xx. en Xx! = X3 ontstaat een andere ‘ondergroep van I, nl. 
> B 

De waarde van Arn, noemen we y(= 1). De orthogonaliteitskondities (10) en 

de voorwaarde det A = + 1 leiden dan tot. A, = y en An == As waarbij 

As), (y 1}. 


, 
a 
| 
M 
ä 
Î 
4 
8 
B 
Ë 


Ee ie ii 


EERE MAR MENKEN Op OA SR A RE 
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Schrijven we As = iBy dan is dus y2 = 1/(1 - 82) waarbij =— 1 < B < + 1. 


We vinden 


Y 0 0 i8y 


0 O Ì 
-i8y O0 O Y 


en de bijzondere Lorentz-transformatie is 


x| = y(x, — Bet) X5 Xp 
(A2) 

t' = y(t -— Bx‚/c) x! = X 

1 | 3 3 


Daaruit volgt: S' beweegt // x-as t.o.v. S, de snelheid van S' in de posi- 
tieve x‚-richting ls Be. 

Aan de vorm (A1) kan men nogmaals zien dat de Ag een groep vormen en wel 
kommutatief. Uit het produkt van twee ervan kunt u nog eens het optel- 


theorema van evenwijdige snelheden afleiden. 


Li) De An en de Ag brengen I voort d.w.z. de verzameling van alle Ar en À 


met al hun produkten is juist I. Het is voldoende te bewijzen dat elke A 


B 


uit I op minstens êên manier te schrijven is als zo'n produkt. 
Een mogelijk bewijs: er is altijd een draaiing An die de x-as overvoert in 
de rechte l door de oorsprongen O en O' met de positieve zijde in de richting 


van Vv en er is ook een draaiing An die hetzelfde doet met de x-as en boven=- 


dien de x,-as evenwijdig aan en gelijkgericht met de (gedraaide) x-as maakt 


(dan is ook x3-as // x-as). 


3 
Een voorval x dat zich voor S op 1 afspeelt, gebeurt ook voor S' op Ll. 


Daarbij is 

Za LÀ | LÀ -_| Á | LÀ | ai 
An sXoskge%,) EE ( Xj20,0,xj,) of An (x7>0,0,x),) ii (xj sXoskgeX,) 
Ax beschrijft dit voorval op l voor S' en An Ax = (xj s0,0,xj, ) 


zi 
Als Q = A} A A) zal dus Qxjs0,0,xj,) = (x, +0,0,x), ) 


a 
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nt II u ) 


X, „0, en „ 


(vlak x} = O en vlak x!'' ‘= O voor S en S' gelijk). Analoog voor x= 0=x!"'', 
e è 3 3 


Verder zal Q de koördinaten (Cx, »0, XX), ) overvoeren in (Xx 


Gen dit alles volgt , = 83 = Wou = 434 = @3o = U3, = 0 en uit de ortho- 
gonaliteit van Q en het feit dat de wenn assenstelsels in S en S' 


gelijkgericht waren volgt QoS Q 


33 0 


Q is dus een Llorentz-transformatie die 2e en 3e koördinaat ongewijzigd laat 


en dus daf 3) een bijzondere Lorentz=-transformatie Ag: Derhalve is 
A = An) ‘Ach q.e.d. 


Bij 53,m: Reële Lorentz-transformaties L 


Deze volgen uit de A via de afbeelding P van E), op 5), 


L 0 0 O0 
0 
0 


X= Pr met P= (A3) 


oo oo 
©, 


-i 


oo 
©, 


P Is 1-1 op en lineair dus de lineaire A gaat over in een lineaire afbeel- 


ding L van 5), op zichzelf waarbij, als X' = LX korrespondeert met «' = Ax, 


bepa | (AL) 


wat leidt tot (13). 
De schijnbare ongelijkheid van 5), en E), kan men opheffen door in 5), een 


gewijzigd in-produkt (een andere metriek) in te voeren, in matrix-notatie 


XGY waarin 





1 0 0 O0 


Ì 
ä 
ĳ 


0 0 0 | 
” G= EH OH Ê = P (A5) 
| 0 0 0 1 


} 
ED 
8 
|, 
' 
Ô 
: 
n 


Met deze nieuwe metriek is r? - c2t? wel het lengte-kwadraat van X en de 
orthogonaliteit van X en Y wordt nu gedefinieerd als het nul zijn van dit 


gewijzigde in-produkt. 


Bn tm Bft BE HERRE WE MRE dee 


Ei EE Se ied 


ein Gete: eter adr A Ce ink 


TER NO ME WEEER PE OEL EME) ES POE DE ENE ea eee, = D 
8 . 


ben mare Ne eme en En ee SA en etende emt Ne Rae re B er 


RA EA EEE ED 
# 





( 


[ 


ale 
Bij $1: Algebra van H-vektoren in Z, 
Hier volgen enkele eenvoudige stellingen over h-vektoren in 
Ee Daarbij is t een tijdvektor, p een plaatsvektor, dl een lichtvektor en 
v een willekeurige vektor. We noemen t, en t isochroon als ze in dezelfde 


helft van de lichtkegel wijzen. Idem voor t en 1. 


In passend gekozen stelsels is algemeen v = Cv, +0,0, vj); t= (Ö; t) 
Pp en (p‚+0,0,0); L on (1,,0,0,i1,). 


Zijn t, en to isochroon dan is tto < 0 en t, + to is een met t‚ en tE 
isochrone t. Bovendien is 


t, en t‚ zijn dus nooit orthogonaal. 


Zijn t en ZL isochroon dan is tl < O0 en £ + Z is een met t en 1 


1sochrone t° 


Zijn L, en L isochroon dan is L-l5 < O (tenzij L, ny L) en is 
L, + l, een met beide isochrone 1 (als L, ny L) of t (als Leto < 0). 
Verder is E‚- on òf een 1 (als L u L_) öf een p. | 


Elke t is als som L, + L, van twee isochrone lichtvektoren te schrijven, 
elke p als verschil L, - d 


2 
Lineaire kombinatie van Pp, en p, kan een t,‚ een Zl of een p geven, 


PP, kan < 0 of > 0. Is P‚:P, = O0 dan is elke lineaire kombinatie van 


Pp, en p, weer een p. 


Is v.t = 0 voor zekere t dan is v een p. 
Is v.l = O0 voor zekere 1 dan is veen p òf va 1. 
Is p.t =O en p? = -t2 àan is p+:teen d. 


Opgave: Bewijs deze uitspraken. 


, 
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Bij 519: 
Elementaire afleiding van de transformatie van het elektromagnetische veld 


De transformatie van het E, B-veld in vakuum kan ook afgeleid worden 
uit de transformatie van krachten als we het volgende mogen onderstellen: 
= transformaties van krachten en snelheden zijn bekend; 
= de lading van een fysisch systeem is een invariant; 
= In elk hem is de Lorentz 
Fn = alË + ux B) hetgeen ook als definitie van 
kan worden. 


=kracht op een puntlading 


jp fe 


E en B gehanteerd 


We beperken ons tot bijzondere Lorentz-transformaties, De procedure 


is dan, de kracht op een puntlading in S en in S' 


te vergelijken, 


qe Transformatie van E. 


Beschouw een EEE q in rust in S' 
dan is F! in EF 1 Ër In 8 ene 
q een snelheid v en is F = atË + vx B} 


Volgens (h0) is dan omdat S' ruststelsel 
15: 








(A6) 





De transformatie van Ë volgt uit bovenstaande, 


Daartoe nemen we de inverse 
van (A6) en substitueren (A6) daarin: 


> 


B) = vGË) + yv “Bey X B) 


Bev) ix 


Loor bend RE op nul te herleiden en te bedenken dat 
Ë = Vv Xx (É x v)/v2 komt er 


EI EE ET EN OEL Pe 


“DO 


-y) Ex v/v? }=ìî 


d > op >, 
De faktor {} is dus een vektor //v, zijn komponent lv ls dus nul en omdat 


(y7 _ y)/v? = -y/c? volgt dat 


Bj = vÖ) - v x É/c2) 
gn nn 
De komponent B, is bepaald door 
de kracht op een puntlading die in S' 


> > 
een snelheid u' | v heeft. We beschou- 





wen dus een puntlading met u'= u 


en u' = Ö 
Ll Î 


Voor de snelheid van de lading in S geldt met de snelheidstransfor- 
: > > ed > > > 
matie (inverse van(23a) en u'.v = 0) ù‚, = v en Bei = ls 
Dan is de kracht in S: 


F=alË+uxB)=aq(Ê+vx B + u x 5/y) 


Hieruit volgt door transformeren de gezochte krachtskomponent an 


(pas (39) toe met u.v = v2 dus 1 _ ú.v/c2 = 1/2): 
F', =yF, =alyE, +yvxB+(ù', xÈ ä 5 (A6) gelijk 
ij YE atv, +yvxBb+ (u'j x )} mede wegens (A6) gelij 
aan at + ux B} 
Anderzijds is Pe = ar + ú' X B} 


Uit deze twee uitdrukkingen volgt B, = B, 


En 


EE ge 4 eterniet eee ee ete ee Ber een dese eere 
nee be Veken a mn ne: ee Sper et me en et Ee ee ween 
rj 5 


Kri ei EE te EE TE 


NE ee en ede een 
er 
pe 5 — 





… 60 -— 


LITERATUURLIJST LORENTZ-INVARIANTIE 


In de syllabus Relativistische Beginselen is al een lange literatuur- 


lijst vermeld. De volgende boeken sluiten aan op het kollege Lorentz-invari- 


antie. 


Een van de beste is ongetwijfeld nog steeds dat van Pauli, waarvan 


hoofdstuk I en III zeker toegankelijk zijn. Het boekje Spec. Rel. van 
Rindler sluit goed aan bij het kollege. Zowel Becker- Sauter als Panofsky- 
Phillips bevatten zeer duidelijke hoofdstukken over de relativiteitstheorie. 


Aharonìi, J. 


Becker, R. und F‚, Sauter 


Brillouin, L. 


Einstein, A. 


Jânossy, L. 


Kaempffer, F.A. 


Kilmister, C.W. 


Mpller, C. 


Nijboer, B.R.A,. 


Panofsky,‚W. and Phillips, M. 


Pauli, W. 


Rindler, W. 


Rindler, W. 


bard, RD. 


The special theory of relativity, 2nd ed., 
Oxford U.P., 1965 


Theorie der Elektrizität, Band I, Teil E,‚ 
19. Auflage, Teubner, Stuttgart, 1969 
Relativity re-examined, Academic Press, 1970 
The meaning of relativity, 6th ed., Methuen, 
1960 


Theory of relativity based on physical 
reality, Akadêémiai Kiadó, 1971 


The elements of physics; a new approach, 
Blaisdell, 1967 


Special theory of relativity; selected readings 


in physics, Pergamon Press, 1970 
The theory of relativity, Oxford U.P., 1962 


Invariantie voor spiegeling, behoud en niet- 
behoud van pariteit, Ned. Tijdschrift Nat. 23 
(1957) 173 


Classical electricity and magnetism, 2nd ed., 
Addison-Wesley, 1962 


Theory of relativity, Pergamon Press, 1958 
(student edition £1.50) 


Special relativity; Univ. Math. Texts, 2nd ed., 
Oliver and Boyd, 1966 (paper + £0.75) 


Essential relativity, Van Nostrand, 1969 


Relativistic mechanics, Benjamin, 1970 


fs 


mt 


Synge, J.L. | Relativity, the special theory, end ed, 
North-Holland Publ. Cy, 1965 


Synge, J.L. Talking about relativity, North-Holland 
Publ. Cy, 1970 


Ë 


Terletskii, Ya.P. Paradoxes in the theory of relativity, 


Plenum Press, 1968 


Á 


Tolman, R.C. Relativity, thermodynamics and cosmology, 


Oxford U.P., 1934 
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Wigner, E.P. Symmetries and reflections, Indiana U.P., 
1967 
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FORMULARIUM 


v/c 


8 = 


y= 1/Âi-g? 


= 6 


Bijzondere Lorentz-transformatie (assen evenwijdig, x-as en x'-as vallen 


pe in, 


samen in de richting van Vv, O en O' vallen samen op t = 0 = t'): 


Y O 
0 1 O0 
en Ö B 1 
=iBY O O0 
> > > 
Ei Erg 
t' = y(t - T.v/c?) 


Lorentz-kontraktie 
tijdsdilatatie 

interval tussen twee voorvallen 
vier-snelheid 

vier-impuls 

vier-versnelling 


vier-kracht 


massa en energie 


impuls 
Minkowski-vergelijking 
bewegingsvergelijking 


invariant 


kinetische energie 


fotonen: E = hv = hw 


18Yy y 0 „BY 
0 a 6 4 
Y „By O0 O0 Yy 
r',=r 
l = A/y 
t == YT 
x= (Fzict) 
> 
u= âr/àt = (yusiyc) 
Ps= mu (p;iE/e) 
a = du/drt = m '(ap/ärsicâm/âr) 
K = (yF;iyF.u/c) 
m=ym E/c? = YE /c? 
D = mu = ym U = Eu/c? 


Je 
F = dp/dt 
Pic? = E2 — pêc? = R2 
O 
Teelt IJE en pêcê= T(2E, + T) 
p = E/e = hv/e = ho 


nulimpulsstelsel (deeltjes met puntinteraktie): 


Ee | > 
Vv 


= Pelt * PiotC/E 
* Prot/ Fot 7 Prot“ “tot 


E“ = E/y(v") 


a 








ne 





ree TOFnatIes: 

u v u 
n T/ N L 
7, 5 Banen oel = gege snelheid 

1 =— u.v/c? y(v)(1 — u.v/c?) 

aje 
ylu') = y(v)y(u)(1 - u.v/c?) ” 
>, .. >, > > . 
= … E | = impuls 
P F5. v(p,, v/e?) Pp L El P 
en 
E! _= Y(E - v.p) energie 
> F 

5, - (F.u)v/c? p E 

Fr, Ted En kracht 
1 — u.v/c? y(v)(1 — u.v/c?) 

Er _ ' el | ì | | 
F // Fo, an F/ vanuit ruststelsel 
F, n v°m a, Ë = me kracht en versn. 
Elektrodynamika: 
vierstroomdichtheid Jd = (Fzico) 
vler-potentiaal d = (Ksiv/e) 


veldtensoren: (cB) is de aan B toegevoegde anti-symmetrische drie-tensor 


ez:È, enz. 
(B) -iË (-É) icÌ (M) _ icP 
F = G= M= | 
iË 0 zich 0 | -icP 0 
ladingsbehoud: div j = 0 
potentiaalvergelijkingen: Flo = =ud (vakuum) 
Ë en B in potentialen: c Rot $ = F 
Maxwel l-Faraday: Div FP = 0 
Maxwell-Ampêre: Div G =j 





ee 


oek 


ERN 
Iransformaties: 
Fez, - of) Pied stromen 

en 

p' == y(p = v.d/e2) ladingen 
È,-Ë, B =d) 
B',,= B, B =® - vx É/c2) 
D',, = D,, B, = v(Öj + 7x À/c?) 
Er, =Ë, Ü=yä - vx 5) 
Pr ,=B, hi G - v x M/c2) 
MN, M= vj + vx b) 


veld van uniform bewegende puntlading: 








lp 
Q Yr 
ae 
—d mn 2 = vòûxd + A NE 
ei hire 3 Fo Yx y 5 
O Yr 
le, 
>> 
2 Ha uxr 
TY Ur „5 
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Lorentz-kracht Bee = al + ux B) 


K= qF.u/e = (Er ortiFrorù/e) 


Golf-viervektor r= (ok;iv/e) 


licht in vakuum: 
longitudinaal Doppler=effekt: v'= ne = v(1=B + JBL -+,....) 


1+8 
transversaal Doppler-effekt: v'= v/y = v(1 - 382 +.....) 
aberratie tg 0' = ER 
6 y(cos 6+8) 
a = 6 = 0' = B sin 6 
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1. a) Bewijs dat alle niet-singuliere hl x l-matrices A van de vorm 








„ia 
KE 
| 1b Aj 
| met a = 3 x 3, reëel, aen b = 3x 1, reëel en Arn reëel een groep vormen. 
| b) Beschouw alle A van de in a) gegeven vorm die orthogonaal zijn en waarvoor 
| det A = +1 en Ay 2 Îe Die vormen de groep van eigenlijke Lorentz-trans- 
| formaties (zie syllabus). 
Deelverzameling ervan vormen de bijzondere Lorentz-transformaties 
| | Y 0 O0 i8y 
| | ® 1 0 
| A= 
| B 0 O0 7 0 
-igy O 0 b| 
| met -1 < B < 1 en y= 1//1-82. Ga aan deze vorm na, dat ze een groep 
| 
| vormen. 
| Leid het opteltheorema voor evenwijdige snelheden af uit deze vorm van 
a de bijzondere Lorentz-transformatie (of uit de er mee korresponderende 
| reële matrix Lg): 
zij 
| NN 
| Sf Fig. 19-10. The bicyclist 
| | seemed to be unbelievably 
| S | flattened. 
| NS Î 
DS 
| 
| 
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De Lorentz-kontraktie wordt in populaire beschrijvingen vaak toegelicht met 
plaatjes als het voorgaande (let op oom agent die zich afvraagt of hij de 
fietser bekeuren kan). | 
Het merkwaardige van de Lorentz-kontraktie is echter dat zij niet 
rechtstreeks aan ruimtelijke voorwerpen met het oog, foto's en dergelijke , 
visuele hulpmiddelen kan worden waargenomen. De reden is dat alle lieht: 


op Éên moment waargenomen door het oog, de kamera etc., niet door alle 


punten van het bewegende voorwerp gelijktijdig kan zijn uitgezonden. 


We gaan dit na voor het eenvoudige geval dat het voorwerp onder een 
zo kleine hoek wordt gezien dat het licht een evenwijdige bundel vormt. 
î ad : > 
Bovendien kiezen we de blikrichting loodrecht op de snelheid v van het 


voorwerp. 


a) Klassiek beeld van een bewegende 
kubus. Ribben I, II en II zijn 
loodrecht op het tekenvlak. 


| III Y 
Voorvlak IT, II wordt onver- 


Sy 


vormd als vierkant met zijde eee 
l gezien. Gelijktijdig daarmee 
wordt licht van III gezien, 
dat een tijd l/e vóór het 
licht van I en II werd uit- 
gezonden. Ga na, dat naast het 
voorvlak het tot een rechthoek 
‚verkorte zijvlak (ge-arceerd) 
te zien is met zijden l en 81 


als B = v/c. 


b) Relativistisch beeld van de kubus. 
Ga na, dat relativistisch zowel 
voorvlak als zijvlak verkort 
worden gezien en wel zodanig 
dat het beeld hetzelfde is 
als van een stilstaande kubus, 
gedraaid over een hoek a met 


sin a = 6. 





4) 


c) Het is algemeen waar, dat een bewegend voorwerp onvervormd maar gedraaid 
hd hd rd 
wordt gezien (ook als de blikrichting een scheve hoek met v maakt) 


zolang het licht als evenwijdige bundel beschreven kan worden. 


Leid dit af als de blikrichting il v wr 
uit de Lorentz-transformatie. 

Kies in het voorwerp een referentie- 
punt O' en een variabel punt P. 
Beschouw lichtgquanta uit O' en uit 

P die de toeschouwer tegelijk be- 
fFeiken. Ga na dat de waargenomen Xx 


dezelfde is alsof O'P (eigen 





lengte 1) over een hoek a gedraaid 


was . 


3. Tweelingparadox 


Een deeltje met rustmassa nm is in rust in de oorsprong van een inertiaal 
stelsel S. Op t = O gaat een kracht op het deeltje werken in de positieve 


x=-richting. Deze kracht is in S konstant en groot m8 Na een tijd t, 


(in S) keert deze kracht van teken om, d.w.z. wordt m8: De positie 


E Als het deeltje voor de tweede maal in X, komt 


keert de kracht weer van teken om, d.w.z. wordt weer m8. Het deeltje 


van het deeltje is dan x 


komt tenslotte weer tot rust in de oorsprong van S. 


We willen voor dit geval de reistijd volgens S vergelijken met de "eigen 


reistijd! van net deeltje. 


Gemakshalve werken we met dimensieloze grootheden: 


tijd T= gt/e 
plaats X= gx/c? 


snelheid 8 = v/c 


a) welke van de volgende grootheden zijn bij dit probleem konstant: 
— kracht in S — versnelling in S 


— kracht in ruststelsel — versnelling in ruststelsel 


Leid uit de bewegingsvergelijking 8 af van T = 0 tot T = T, en bepaal 


de snelheid op tijdstip TI, 
Hetzelfde in het interval T = T, tot T = aT,- 


| 
| 
| 
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b) 


el 





Leid vervolgens X af van T = O0 tot T = T, 
Teken de wereldlijn van het deeltje in een Minkowski-diagram. (X-as en T-as) 


Bij T de eigen tijd van het deeltje en J dezelfde grootheid dimensie- 
loos. Oe 
Bepaal de eigen duur tussen de start en het omkeren van de kracht met 
behulp van de relatie dt = dt/y en daaruit het verband tussen J ' 


1 


en T, en het verband tussen de totale reistijd volgens S en de eigen 


1 
reistijd van het deeltje: 


_ / ) 
ie hk In (lens + 1+(Tr /l)2 } 


LOt gok 


Om een indruk te krijgen van de grootte van het effekt nemen we een 
numeriek voorbeeld. Ter vereenvoudiging van het rekenwerk kiezen we 


8 


g = 9,50 m/s“ dus ongeveer de valversnelling op aarde. Met ec = 3,00.10 m/s 


en 1 jaar = 3,16. 101 


s volgt voor deze waarde van g: als t = 1 jaar is 
T = 1 en als x= 1 lichtjaar is X= 1. 

Dus: door bij deze keuze van g de tijd t in jaren en de afstand x 
in lichtjaren uit te drukken worden de waarden van T en t gelijk en ook 
die van X en Xx. 


Vul zelf het volgende staatje verder in: 


io et 


jaar 
Jaar 


jaar 


10.000 jaar 


Uibent nog jong. Zou u op deze wijze onze Verenigde Naties over 
10.000 jaren kunnen (en willen) meemaken? Krijgt u aanspraken op 


een A.O.W.-uitkering? 
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Leid het opteltheorema voor evenwijdige snelheden af uit het opteltheorema 


voor tanh Xx. 


Gebruik vorm (15) van de bijzondere Lorentz-transformatie L, om te bewijzen 


B 


dat elke eigenlijke Lorentz-transformatie L te schrijven is als Lnbgln: 


Bijv.: beschouw L als een afbeelding; ga uit van een # op de positieve 


mend 


xj‚…as; waar ligt ©! = Lx?; ga na dat er draaiingen Ln zijn die 
x' afbeelden op een x!/ in het xx, vlak met X), > OQO en dat er 
ook een Le is zodat x”' = Lat naast x' = 1e. Wat 1s dus Lone 


Algebra van i=vektoren in Lj, (zie ook p. 57, syllabus): 


We gaan enkele eigenschappen van tijdvektoren na. Hiertoe behoren o.a. 


h=vektoren van snelheid, impuls, stroomdichtheid en de golfviervektor. 
De grootte van een tijdvektor t definiëren we als |t| = V - ES. 


Twee tijdvektoren t, en t‚, noemen we isochroon als beide vanuit @ 


2 
in de toekomst wijzen Of beide in het verleden wijzen. 


Leid de volgende eigenschappen af: 
—- twee tijdvektoren zijn nooit orthogonaal, 


voor twee isochrone is t, n to ES Os 
voor twee niet=-isochrone is t, é to SO 
— de som t + Ë, van twee (of meer) 


isochrone tijdvektoren is een tijd- 





vektor en is met alle termen isochroon; 
licht 


- voor twee willekeurige tijdvektoren is |t, . t kegel 


1: tl 2 


Wanneer geldt het = teken? 0) 


(de ongelijkheid is dus anders dan voor reële vektoren met Euclidische metriek! ). 


B 


—- driehoeksongelijkheid: zijn tE, en to 


isochroon, dan 1s 


AVA 


Lel + les! 
Analoog voor een veelhoek, let ook hier 


op het ongelijkheidsteken! 
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Bevestiging van de klokhypothese door metingen van Pound en Rebka 


(verschuiving van Mössbauer-lijnen door thermische beweging). 


Bij een kristal, dat kernen bevat die y-straling kunnen uitzenden met 
een zeer kleine spreiding in de energie (scherpe Mössbauer-lijnen, zie 
opg. 15) blijkt de uitgezonden straling een iets kleinere energie of 
frekwentie te hebben dan men zou verwachten. Dit is een gevolg van de 
thermische beweging (oscillatie) van de kern in het kristal, die tot een 
verschuiving (geen verbreding) van de spektrale lijn leidt. Het is een 
zeer klein effekt dat echter dank zij het Mössbauer-effekt (opg. 15) 
meetbaar is. | 

Hoewel dit temperatuur-effekt ook op andere wijze verklaard en bere- 
kend kan worden (geheel in het laboratoriumstelsel) kan het ook beschouwd 
worden als een bevestiging van de klokhypothese: beschouw de kern als 
‘klok! dan is de gang van die klok langzamer dan van de laboratorium- 
klok, dt = ydt, ook als de kern versneld beweegt. 

We zullen het effekt eerst hieruit afleiden en daarna uitrekenen 


dat het inderdaad om zeer grote versnellingen gaat. 


De kern voert trillingen uit met zekere frekwentie DE In een klassiek 
model mogen dit vrij willekeurige periodieke bewegingen zijn. We onder- 


stellen dat de gemiddelde levensduur T, van de kern groot is vergeleken 


bij de periode T = 1/v, van de REP (in overeenstemming met de 
onzekerheidsrelatie en de geringe lijnbreedte). 

De emissie van de Y-straling strekt zich dan uit over vele perioden 
van ae oscillator. | 

Stel dat er N maxima in de uitgezonden straling zijn gedurende één 
periode van de trilling van de kern, dan Is de stralingsfrekwentie in 
het laboratoriumstelsel v = N/T. Als met de tijd T in het laboratorium 
een eigen tijd T van de kern overeenkomt is in het stelsel van de kern 


die frekwentie Vo = N/tT. 


Uit de klokhypothese volgt 


A 
Y 


-À 
1 
hans: \ 
2 
Il 
OO id 


il 
dt = f V 1 - 82 dt 
o 
We beperken ons tot de laagste orde van het effekt: 


T=f{-382+...}ateT-} gat =T-ig2 T 


handi LF a Oa TT Sen EEE TEE De TT ind 


manne msnnen 


waarin 2 = sle en ie het gemiddelde is over een periode T. 


In de laagste orde is dus 


v=v{(1=- 382) of En 5B 
o v 


Een 2e orde-effekt in B als gevolg van de tijd-dilatatie. , 


In een klassiek model van het kristal zijn de trillingen harmonisch en is 


de gemiddelde kinetische energie 3 De = ek T. Dan is 








2 me 


waarin C, de soortelijke warmte bij konstant volume (genomen per atoom) 


is, die in het klassieke model 3 k is. 


Uit de volgende gegevens willen we een schatting maken van de betreffen- 


de grootheden bij kamertemperatuur (300 K) in het geval van ijzer: 


— dichtheid van ijzer p = 8.10 kg/m 

— elasticiteitsmodulus voor ijzer E = 2.101 Im /m° 
— konstante van Boltzmann k = 1,k. 107“S/K 

— relatieve atoommassa Fe = 56 

— massa H-atoom (als1.10 hee 


- konstante van Avogadro N, = 6. 10°*/mo1 


Â 


2 


Bepaal v bij deze temperatuur en daaruit naar orde van grootte het 


door Pound en Rebka gemeten effekt Av/v 


Druk de middelbare versnelling a > / a? van een lineaire harmonische 
oscillator uit in v2 en de amplitudo Xx en bereken a, (als veelvoud 
van de vrije-val-versnelling g) in de onderstelling dat X, ongeveer 


1/10 van de roosterkonstante van ijzer is. 


Oee Sparen Baan Te sne ve seen er eeen eem ee ae ents ee 


ET inde eek EET in li a a nd dad 
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mert 


Druk a ock uit in v2 en de frekwentie v, van de trilling in het kristal. 
O 


Bepaal v, naar orde van grootte uit de voortplantingssnelheid van longi- 


tudinale golven in een ijzeren staaf (/E/o) en de schatting dat de golf- 
beweging zich in « periode van de trilling voortplant van de ene atoom- 


laag tot de volgende. Bepaal nogmaals a /g. 


27 


De metingen betroffen een overgang in ° Fe (1l,b keV) met een levensduur 


Í 


van 1,4.10 sek. Ga na dat deze duur zeer groot is vergeleken met WA 


Lektuur: hieronder de geschiedenis van Josephson's verklaring van de 


temperatuurverschuiving van Mössbauer-lijnen (uit: Frauenfelder 'The 


Mössbauer effect! ). 


Actually, the second-order Doppler shift was overlooked until early 
1960, when Pound and Rebka (Reprint 1960) realized that such an effect 
existed. They derived an expression for it and verified this expression 
[Eq. (88)] experimentally. At the same time and from a different point 
of view, the effect was predicted by Josephson (Reprint 1960). In an un- 
dergraduate examination at Oxford University, Josephson received the 
problem to calculate the change in frequency of an oscillator which 
Suddenly changes its mass. He had read about the Mössbauer effect 
and realized that there was a connection. When the excited state de- 
cays by gamma-ray emission, the nucleus loses energy, and its mass 
is reduced by an amount ôM = -E/c?. Its thermal momentum p is 
unchanged, since the solid takes up all the recoil momentum. The re- 


duced mass, however, causes an increase in the kinetic energy of the 
atom: 


6Erin = CEyin/2M) 6M = (-p2/2M)(-E/c2) = (1/2)E(V/c?) (89) 


which is compensated by a corresponding decrease in the energy of 
the emitted gamma ray. The shift Eq. (89) thus agrees in magnitude 
and sign with the classical result deduced from Eq. (78). Josephson 
wrote a short note on his derivation and sent it to Harwell, where it 
arrived among many crank letters. Marshall realized the importance 
of Josephson’s calculation and tried to reach him by telephone, only 
to be told that undergraduates were not supposed to receive calls. 
Despite these difficulties, Josephson’s note was.published. 





| 
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5! beweegt met snelheid v t.o.v. S in de richting van de positieve x-as, 
Bewijs dat er op elk tijdstip een vlak aan te wijzen is, waarin de klokken 
van S en S' gelijk lopen en bepaal de snelheid u van dit vlak in het-stel- 
Sel Se | 

Leid af dat u < v en dat de relativistische som van u en u juist v is 
(d.w.z. een snelheid u t.o.v. dat vlak betekent een snelheid v t.o.v. S). 
Kunt u dit laatste ook direkt afleiden? 


Konstrueer in een Minkowski-diagram de wereldlijn van een punt uit het vlak. 


a) Bewijs zowel algebraisch als uit een Minkowski-diagram: 
als twee voorvallen in S gelijkplaatsig zijn is hun tijdsvolgorde 
hetzelfde in alle stelsels, die uit S door een orthochrone Lorentz- 


transformatie ontstaan; de duur ertussen is het kleinste in S, 


b) Een voorval I heeft in S koördinaten (2,0,0,i). Bepaal zo mogelijk 
de snelheid van andere stelsels waarin 
— [ en Q simultaan zijn; 
- Ï en Q gelijkplaatsig zijn; 


—- I vóór Q gebeurt en wel zo dat zijn le koördinaat -i is. 


Twee inertiale waarnemers passeren elkaar met konstante relatieve snelheid 
v. Elk houdt de klok van de ander in het oog. Met welke faktor zal de klok 
van de ander lijken achter te lopen als elk alleen afgaat op wat hij visu- 
eel waarneemt? En als de relatieve snelheid plotseling omkeert van teken? 


Gebruik zowel algebra als een diagram. 


Een optische bank staat stil in S en 

is 2 meter lang. Aan de uiteinden 

zijn fotocellen gemonteerd, verbon- Oner sms © 
den met klokken, waarop het tijdstip A id i 
van aankomst van een lichtsignaal | 
wordt geregistreerd. 

Een daarmee identiek systeem passeert evenwijdig met snelheid /99 c/10. 
Als de middens M en M' elkaar passeren wordt in M een flitslamp ontstoken. 
Voorvallen 1, II, III en IV zijn de aankomst van lichtsignalen in A, B, 

A! en B', 
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Bepaal de aanwijzingen van de klokken (geef ct) bij signaalontvangst. 
Bepaal de volgorde der à voorvallen voor S en ook voor S'. 

Bereken plaats en tijd der voorvallen in S en S'; afstand, duur en grootte 
van de l-vektor tussen I en II, resp. III en IV. De 


Pe 


Teken een Minkowski-diagram. 


Als een deeltje desintegreert in 2 of meer andere deeltjes is er wel be- 
houd van massa, maar niet van rustmassa: de totale rustmassa neemt af, 
d.w.z. er wordt steeds rustenergie omgezet in kinetische energie (tenzij 
de eind-deeltjes t.o.v. elkaar in rust zouden zijn). 


Bewijs dit met de driehoeksongelijkheid uit opgave 5. 


In de hoge-energie=-fysika worden elementaire deeltjes gekreêëerd o,a. door 
beschieting van protonen met protonen. Naast twee nukleonen kunnen hierbij 
nieuwe deeltjes ontstaan, waarbij minstens de rustenergie van deze nieuwe 
deeltjes beschikbaar moet zijn en de aanvankelijke protonen dus voldoende 
kinetische energie moeten hebben, Als in het laboratorium stilstaande pro- 
tonen beschoten worden is echter een deel van die kinetische energie nodig 
om impulsbehoud te garanderen, d.w.z, een deel gaat "verloren!" als kine- 
tische energie van de einddeeltjes of als straling. In het nulimpuls-stel- 
sel is dat niet het geval: daar is in principe alle energie beschikbaar 


voor rustenergie. Dus moet E“ liefst groot zijn (E“ = E/y(v") < E). 


Ter illustratie de 28 GeV stapelringen van de CERN. Uit een artikel er over 


(Ned. T. Nat., 37, 1971, pag. 13): 


| CERN 
“In de CERN stapelringen kruisen 





twee tegengesteld gerichte inten- Á 






INTERSECTING 
STORAGE 







se protonenbundels elkaar op ê | 
punten onder een hoek a = in 


De totale energie in het zwaar- 


PROTON 
SYNCHROTRON 


tepuntsysteem van de twee pro- D 300m en 





tonen, ieder met totale energie 
E = 28 GeV wordt gegeven door 


# 


E“ = 2E cos a/2 = 55 ‚5 GeV. Fig. 1. Schematische opstelling van PS en stapelringen. 


Om dezelfde energie in het zwaartepuntsysteem van een versneld en een rustend 
proton te verkrijgen, moet de versneller een maximum totale energie hebben 


van 1650 GeV," 


We willen dit narekenen, 





NE 


a) Klassiek: twee protonen worden op elkaar geschoten met in het laboratorium 
tegengestelde impulsen, elk met kinetische energie T- Stel dat men in plaats 
daarvan stilstaande protonen wil beschieten en toch in het zwaartepuntstel- 
sel evenveel energie beschikbaar wil hebben. Bereken klassiek de kinetische 


energie T van de projektielen, bepaal T/T, 


b) Hetzelfde probleem relativistisch. Stel T, = 27 GeV en neem voor de rustener- 


1 
gie van een proton 1 GeV. 

Bereken T door uitsluitend invarianten te gebruiken. 

Hoeveel energie is beschikbaar voor kreatie van nieuwe deeltjes? 
Welke rustenergie zou u aan het systeem toekennen? 25 7 


Bereken de snelheid van de protonen, zowel t.o.v. het laboratorium als t.o.v. 


elkaar. 


ec) Tenslotte de werkelijke situatie, 
waarbij de impulsen van de twee ne 


protonen een hoek van 15° maken. Te 
Ook hier kunnen we volstaan met 


het gebruik van invarianten. 


Is de vermelde relatie E“ = 2E cos a/2 exakt of benaderd? (laat a > 1). 
Leid de relatie af. 


Verifieer odk de opgegeven energiewaarde 1650 GeV. 


Gebruik: rustenergie proton = 0,94 GeV 
COS 15° = 0,966 
o 
cos 7,5 = 0,991 


d) Deze methode biedt ook nog voordelen bij de detektie van de reaktie- 
produkten, Wat zal daarmee het geval zijn als we rustende protonen beschie-’ 


ten met protonen van 1650 GeV? 


mik EE STK VOR Steden: te Vind aen 
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1. 


ee (Da 


Een deeltje met lading q valt 
loodrecht in een homogeen 
ejextrostatisch veld Ë, met 
beginimpuls P- 


Klassiek beschrijft het deel- 





tje een paraboolbaan, relati- 


vistisch een kettinglijn: 


qE 
EO) , cosh det _ 1} 
qË, Pe 


Js 


waarin E(O) de energie van het deeltje is op t = 0. 


bd 


U kunt bijv. als volgt afleiden: integreer de bewegingsvergelijking en 


bepaal zo p(t), daaruit E (t) en v(t) en door opnieuw te integreren x(t) en 
y(t) waaruit door eliminatie van t de kettinglijn als baan resulteert. 

Verifiëer dat de beweging in de veldrichting hyperbolisch is en dat 
v> ce als t > ©, Bepaal ook de klassieke baan als limiet, d.w.z. 


voor p‚, << me en t << E(o)/a E, c. 


Het Compton-effekt is de elastische verstrooiing van straling (bijv. 
Röntgen-straling) aan vrije (d.i. zwak in atomen gebonden) elektronen, his- 


torisch (1919-23) een van de belangrijkste experimenten waarin het deeltjes- 
hv 





karakter van straling zich manifesteert. 2 
Valt straling van golflengte À, op 
(stilstaande) elektronen, dan heeft de 


verstrooide straling een grotere golf- 





AN 
lengte A5 die afhangt van de verstrooiings- hv, 
hoek O0. De relatie | ie 
kee de (1 — cos 0) = A (1 - cos 0) 
2 1 mn c e 


werd door Compton's metingen bevestigd voor Röontgen-straling. 

In de jaren '50 hebben Cross en Ramsey door co-incidentiemetingen bovendien 

het verband tussen de hoeken O en $ bevestigd (zij gebruikten v-straling). 
Leid de uitdrukking voor An — \, af uit behoud van 3-1mpuls en energie 

(elimineer db). \ a = Compton-golflengte van een elektron, d.w.z. de golf- 

lengte van straling waarvan de foton-energie gelijk is aan de rustenergie 


van een elektron Oo = 2,h, 1075 m). 


kn an a ien en 





NE 


Wanneer is AÀ\ maximaal? Hoe groot is het maximum? 
Leid ook af dat 
e 1 
(dus het elektron wordt altijd in voorwaartse veentine verstrooid). 

Waarom zou het Compton-effekt niet met zichtbaar licht optreden? 
Waarom kan in de verstrooide straling een komponent voorkomen met praktisch 
dezelfde golflengte als de invallende straling? Ga na, dat voor zeer harde 
invallende straling de achterwaarts. verstrooide fotonen een energie hebben 


ongeveer gelijk aan de halve rustenergie van een elektron (dus An 2 2 Ad + 


a) In het werkkollege Relativistische Beginselen is het volgende berekend: 
Een kern, in rust in het laboratorium, verkeert in een aangeslagen toe- 
stand met rustenergie E‚ en kan door y-emissie overgaan in een toe- 


stand met rustenergie E = E‚ — AE. Dan is de foton-energie 


AE 
"2E! 
©) 





hv. = AE (1 ) < AE 


Leid dit nog eens af uit de eigenschappen van de h-impulsen van begin- 


kern, eindkern en foton. 


b) Evenzo: als de kern in toestand Eo verkeert kan hij in de aangeslagen 
toestand E‚ komen door absorptie van een foton dat in het (aanvanke- 
lijke) ruststelsel van de kern een energie heeft 

AE 


hv, = AE (1 + 2E.) > AE 


c) In het voorgaande is geen rekening gehouden met de natuurlijke breedte 
van de energie-niveaux van een kern, dus evenmin met de natuurlijke 


lijnbreedte T van y-overgangen (noch met andere oorzaken van lijn- 
191 


verbreding). De kern Ir vertoont y-emissie met AE = 129 keV en 


FE 5.107 ev. 
Bereken in goede benadering de term (AE) or, voor deze overgang en 


vergelijk met [. 


d) 


Kunnen twee onderling rustende Ir-kernen resonantie-absorptie vertonen? 
Met welke konstante snelheid v 

zouden een emitterende Ir-kern De 

A en een Ir-kern B in de toe- Fa il wad 
| A 


stand E‚ elkaar moeten naderen 


om precies in resonantie te zijn? 


Als de kern A deel uitmaakt van een kristal is het mogelijk, dat de 
impuls van weeromstuit door het kristal als geheel wordt opgenomen, 
d.w.z. we moeten B, resp. E‚ vervangen door de rust-energie van het 
gehele kristal. Het verschil tussen AE en hv, wordt dan zeer klein 
omdat zelfs een kristal van 1 mikron® nog one ä zo kernen bevat. 


Hetzelfde geldt voor een absorberende kern B in een kristal. 


Twee onderling rustende kristallen Ir vertonen dan ook wel resonantie 
(Mössbauer-effekt, het kristal zendt een zeer scherpe lijn uit met een 
kontinue achtergrond). | 

Vergelijk ook hier (ar) Por, met T voor kristallen van 1 mikron®. 
Een geringe onderlinge snelheid van de twee kristallen is nu al vol- 
doende om de resonantie te verstoren. Bepaal deze snelheid in goede 
benadering. | 


Geg.: dichtheid Ir = 22,4 lem”. 


ee 
\N , 
EC) 

Het eerste Mössbauer-effekt. NIN 
„Oem, 


Uit het artikel 'Kernresonanz- 





Abb. 2. Versuchsgeometrie. A Absorber-Kryostat ; Q rotieren- 
der Kryostat mit Quelle; D Szintillationsdetektor. M ist der 
bei der Messung ausgenützte Teil des Rotatianskreises der 


N . Quelle. 
Ir' van Mössbauer uit 1959. er 
ble, 


20° 10° 0 


absorption von y-Strahlung in 
191 





Abb. 3. Relatives Intensitätsverhältnis (lr —1Pt)/1Pt der hin- 
ter Iridium- bzw. Platinabsorbern gemessenen y-Strahlung als 
Funktion der. Geschwindigkeit der Quelle relativ zu den Ab- 
sorbern. Ez=(v/c):E, ist die Energieverschiebung der 129 ke V- 
Quanten relativ zu den ruhenden Absorbern. Als Strahlungs- 
quelle diente eine 65 mCurie starke Osmiumquelle, deren 
Zerfallsspektrum die 129 keV-Linie in Ir'* enthält. 
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A 


Bereken de drempelenergie van de reaktie 

pPpt+p>-3pPp+tp 
(p= anti-proton) zowel voor beschieting van stilstaande protonen als voor 
de in Î2b)beschreven situatie van twee protonen met even grote, maar tegen- 


® 


gestelde impulsen, 


Proton-rustenergie 0,94 GeV. 
(drempel-energie: kinetische of totale energie van de projektielen, waarbij 
de reaktie energetisch juist mogelijk is). 
Indien de reaktie door beschieting van stilstaande protonen optreedt, 
bereken dan de kinetische energie en de snelheid van de eindprodukten 


” 


in de drempelsituatie. 


G 3 
In een rechthoekige stroomkring met 
a jn 
d 
zijden a, en B, en oppervlak van de 
draad-doorsnede In loopt een stroom B 5 
I terwijl de draad overal elektrisch 1 a 
Oo 


neutraal is. Deze beschrijving geldt 


in het ruststelsel 5 van de draad. 


6 er df 
De kring heeft een konstante snelheid v t.o.v. het laboratorium, v even= 


wijdig aan zijden 1 en 3. 


Bepaal voor de Laboratorium-waarnemer : 
- de stroomsterkte I in elk van de zijden 1, 2, 3 en kb 
- de ladingsdichtheid p in elk van de zijden 1, 2, 3 en k 


— de totale lading in elk van de zijden 1, 2, 3 en h. 


De stroomsterkte I in 1 (of 3) is niet gelijk aan die in 2 (of hl). 
Kan er dan toch voldaan zijn aan behoud van lading? Verklaar het verschil 


tussen die stroomsterkten in termen van geleidingsstroom en konvektiestroom. 


En > > Ë 
Bepaal de elektrische en magnetische dipoolmomenten p en m van de kring 


door transformatie vanuit So Probeer p en m ook uit te drukken in p en I. 


EIER BONE nT TEEN HE OEREN GAD OD OD EE 
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ee Ti 


nn 


In een lange rechte en neutrale metalen 


draad loop een konstante stroom I. Een 


É rd 
puntlading q beweegt met snelheid v 


evenwijdig aan de draad in de richting | 


van de stroom op afstand r van de as. zl 


We willen de velden en de kracht Fr | 


SY 


op q ìn zijn ruststelsel langs ver- q 


schillende wegen door transformaties bepalen. 


a. 


. Vervang het ionenrooster door een 


Bepaal de velden E en B en de kracht F in het laboratorium. 
Bepaal Fr! direkt uit F, 
Bepaal vervolgens E en B door transformatie en daaruit Fr (let ook 


op richtingen). 


Ed 


Iransformeer tenslotte fì en p naar het ruststelsel van q en bepaal 


Et en B' ook uit de stroom- en ladingsverdeling in dat ruststelsel. 


lijnlading met dichtheid In die ÀL 


stilstaat in het laboratorium en aka hea A, 


het elektronengas door een lijn- 
lading met dichtheid À_ in het 
laboratorium en met snelheid u >, 

ee SE in \' 
waarb1 Ne +) = 0, Rn ee Oe 


Beschouw dit systeem in het rust- Ft od + dd + + 


' 

stelsel van q. | He u! A 
' t Lj 
Bepaal u_ en u, en Aj 


Druk zowel \ als A! uit in De de dichtheid in het ruststelsel van de 


elektronen en druk dan A! uit in A (gebruik (23b) uit de syllabug. 


Hieruit volgen de totale ladingsdichtheid A' en de stroomsterkte I' 


3 Et Ht 
waaruit weer E' en B' volgen. 


20. 


. Twee puntladingen q hebben gelijke 
en konstante snelheid v, hun af- 


stand 1is r. 


Bepaal de kracht F op een van beide, 
zowel rechtstreeks als door trans- 
formatie vanuit het ruststelsel. 


Hoe wordt F als v > c? 


. Stel dat de 2 puntladingen t.o.v. 


het laboratorium ongelijke snelheden 


ae 
Vv 


lading 2 op het moment dat hun onder- 


linge positie in het laboratorium is 


sT > 


en A hebben. Bepaal de kracht op 





zoals getekend. 
> 
Doe het eerst rechtstreeks. Is F tf, = O2 


Bepaal F 


> 
5 vervolgens door transformatie 


van het elektromagnetische veld in het ruststelsel van lading 1. 


(Ga na hoe de situatie in dat ruststelsel is). 


| EN 
Waarom is het veel ingewikkelder om bijv. F 


‚te vinden door transformatie 


vanuit het ruststelsel van puntlading 1? 


Ln 
ls 
We 
el 


Ga 


een gebied bestaat een elektromagnetisch veld in vakuum dat homogeen 
: > >. 

en voor de laboratorium-waarnemer E‚ B is. 

zoeken inertiale stelsels waarin het elektrische veld nul is of waar- 

het magnetische veld nul is in dat gebied. 


na, dat hiervoor vereist is dat E| B. 


> > 
Zoek een stelsel S' waarin E' = 0 en waarvan de snelheid v t.o.v. het 


î EE - > ee 
laboratorium eenvoudig in E en B kan worden uitgedrukt. Wat is B'? 


Is er altijd zo'n stelsel? Zijn er nog andere stelsels mogelijk? 


| > > > 
Zoek evenzo een S" waarin Ì" = 0, bepaal w en E" en zoek ändere stelsels. 


Kan het hele elektromagnetische veld worden “weggetransformeerd''? 
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a A 


Reflektie aan een bewegende spiegel 


We willen de reflektie van licht aan een bewegende spiegel beschrijven 
in het eenvoudige geval van een vlakke spiegel die met snelheid v in de 
richting van zijn normaal beweegt. 

Een monochromatische bundel 
met frekwentie v, valt onder een 
hoek a, In en wordt met fre- 


kwentie Vo onder een hoek a 


Ss 


2 
teruggekaatst. 


Hoe luidt de wet van 





terugkaatsing? 


hd 


D‚w.z. hoe is het verband tussen dj En a? En hoe is hier het Doppler-effekt? 
Een snelle manier: in het ruststelsel van de spiegel zijn de reflektie- 

verschijnselen bekend en kunnen uitgedrukt worden in de komponenten van de 

viervektoren E, (invallend) en jn (teruggekaatst). Die komponenten vindt U 


door transformatie vanuit het lab-stelsel. Resultaten: 
wet van terugkaatsing: tg Ja, = 16 t8 2, 


id 
Doppler: el 


= 1 + 28y?2 (B + cos a) 
1 


Als het licht niet monochromatisch is, 


Ga na dat steeds a 


treedt er dan dispersie op? 


psa, (bij ‘naderende! spiegel) en natuurlijk v 


Iv 
5 


2 
Bepaal ook Av. 


Verifieer de gevonden relaties voor a, = 0; ga na dat dan voor B << 1 het 


klassieke Doppler-effekt terugkeert ; wat wordt Vo als v > c? 


Wat wordt (bij willekeurige a) Av in le orde van 8 als B << 1? Kunt U 


dat ook klassiek begrijpen? 


Î 

, 
là 
K 
8 
Ë 
î 

n 
Vis 
| 
EE: 
p 
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U WORDT VERZOCHT ELKE OPGAVE OP EEN APART VEL TE MAKEN 


Onderdeel Lorentz-invariantie 


ke 


Een elektron heeft een snelheid v = Cc. 


1 
Druk zijn totale energie E en ook de grootheid pc uit in de rustenergie E 


Lo 


| Ge mn ne 
Dit elektron maakt een | nt AS | foton 
kopbotsing met een foton (d.w.z. hun impulsen hebben tegengestelde 


richtingen). 


Bereken de energie die het foton minstens moet hebben (de drempelenergie) 
om de reaktie | Zan 


— + 
Yyte >e te + e@ 


mogelijk te maken. 
Geg.: E = 511 keV, 


In een gebied bevindt ‘zich een elektrisch geleidend medium waarin het — 
elektromagnetische veld en de ladings- en stroomdichtheden uniformen in 
de tija konstant zijn. 
X 
In het inertiale stelsel S (waarin het medium als geheel in rust is) is 
de stroomdichtheid In de ladingsdichtheid o, terwijl de geleiding voldoet 
aan de wet van Ohm | 
| er < > 
J = 0E 
je) Oo 


(o = de soortelijke geleiding). 
a) Voor een waarnemer in het inertiale stelsel S heeft het medium de snelheid u 


Wat zijn de stroomdichtheid J en de ladingsdichtheido in S? 


In stelsel S zal de wet van Ohm zeker niet luiden $ = 0 É. Geef hiervoor 


een kort argument. 


b) Als u = de h-snelheid van het medium en j = de h-stroomdichtheid in het 
medium beschouwen we s, gedefinieerd als | | 


S=} = u 
J en 


Les Ze 














Wat zijn de komponenten van s in S? 
LÄ LÀ | " LÀ, LÁ | s in SS? 
Bepaal 8 * u. 


Is s een tijdachtige of plaatsachtige h-vektor? 


c) Laat zien dat de vergelijking ie 4 | 
s=oFufe ad | | Dort: 
de relativistisch co-variante vorm van de wet van Ohm is | 
(F = benoe het É, B-veld). se 
Leid daartoe eerst af dat (1) in 5 inderdaad de wet van Ohm bevat, 


licht vervolgens kort toe waarom dit aart ook in andere enertiale stelsels 


ZO ÌS. 


Schrijf de wet van Ohm nu expliciet uit in S. 


Gegeven: transformatie van É als S' met snelheid v t.o.v. S beweegt: 


E' =ì E AE ne 
IM df | 


Veldtensor in korte notatie: 


(eÌ) - ik 
> 
1E O 
ji 


Onderdeel Statistische Fysika 


We beschouwen een systeem van N deeltjes, dat voldoet aan de Boltzmann 
verdeling. We nemen aan dat de toestandssom Z(N,V,T) voldoet aan de ge- 
lijkheid | 

8 ai 


Z(N,V,T) zr (Z,(V,T)) 


“waar 4 de toestandssom voor één deeltje is. RO geldt voor een ideaal gas). 


a) Geef een uitdrukking voor de Helmholtz vrije energie F en de chemische 
potentiaal u, in termen van Zee 
Gebruik de formule van Stirling 
log Ni = N log N = N, 


De grand potentiaal U is gedefinieerd door de gelijkheid. 


p= FE -— uN. 











ER ge OT DE EE EE EE EE mr ek NEER EN Winnend B OTE KE Ee 


'b) Laat zien dat 


y= — KIN 


Nu beschouwen we het systeem, terwijl het deeltjes kan uitwisselen met 


een reservoir, zodat het voldoet aan de Gibbsverdeling. 


c) Laat zien dat w voldoet aan dezelfde vergelijking, waar nu N het gemiddelde 


aantal deeltjes in het systeem is. 


Op het werkkollege is afgeleid 


Le = (®  , 
IV TN IT/V,N 


waar S de entropie, V het volume, p de druk en T de temperatuur is van een 
systeem met N deeltjes. U mag deze gelijkheid gebruiken zonder bewijs. 


Verder geldt de fundamentele thermodynamische differentiaal 
dE = TAS - pdV + uaN. 


a) Laat zien dat 


BE) ap 
Cv nor Pt+T Gm)yv 


Gebruik deze gelijkheden bij het volgende voorbeeld. Een van der Waalsgas 


van N deeltjes voldoet aan de vergelijking 


(p + a)(V — Nb) = NKT . 


1, 


Beschouw nu een van der Waalsgas dat met behulp van een wand opgesloten 
zit in de helft van een cylinder met volume V. Op zeker begintijdstip 
wordt de wand plotseling weggehaald en daarna zal het gas expanderen tot 
het totale volume V gevuld is. De cylinder is in warmtekontakt met een 


warmtebad van temperatuur T. 


b) Hoeveel is de aan het systeem toegevoerde warmte Q bij dit proces? 


zz EE 


ec) Hoeveel bedraagt de entropie-toename? 


